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PROGRAMME OFFICIEL 


AVEC t>ES RENVOIS 

AUX NUMÉROS DE L’OUVRAGE. 


eéonétrte analytiqae à deux dlmeniiions. 

Des iouATiONS et des formules de la géométrie. — Loi de l’homogé- 
néité. — Construction des expressions algébriques. N°* 25 à 41 . 

Des COORDONNÉES RECTILIGNES. — Détermiaation d’un point sur un plan 
par le moyen de ses coordonnées rectilignes. N”' 1 à 4. 

Représentation des lieux géométriques par des équations. N° 6. 
Transformation des coordonnées rectilignes. N° 45. 

Des équations du premier et du deuxième degré a deux variables. — 
Construction des équations du premier degré. N° 56. 

Problèmes sur la ligne droite. N° 65. 

Équation du cercle. N® 8. 

Construction des équations du second degré. — Division en trois genres 
des courbes qu’elles représentent. N** 77 à 89. 

Du centre, des diamètres et des axes dans les courbes du second degré. 
(Voy. la note à la fin de l’ouvrage.) 

Réduction de l’équation du second degré à la forme la plus simple , par 
le changement des coordonnées. N° 80. 

Des tangentes et des asymptotes. — Le coefficient d’inclinaison , sur 
l’axe des abscisses, de la tangente à une courbe, est égal à la dérivée de 
l’ordonnée par rapport à l’abscisse. N° 101. 

Recherche des asymptotes des courbes. — Application aux courbes du 
second degré. N“ 112 à 125. 

De l’ellipse. — Équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes. 

— Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’un des axes sont entre 
eux comme les produits des segments correspondants formés sur cet axe. 

— Les ordonnées perpendiculaires au grand axe sont aux ordonnées corres- 
pondantes du cercle décrit sur cet axe , comme diamètre, dans le rapport 
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constant du petit axe au grand. — Construction de la courbe par pointa , 
au moyen de cette propriété. N°* 124 à 127. ' 

Foyers , excentricité de l’ellipse. — La somme des rayons vecteurs menés 
à un point quelconque de l’ellipse est constante et égale au grand axe. — 
Description de l’ellipse au moyen de cette propriété , N* 120. 

Directrices. — Les distances de chaque point do l’ellipse à l’un des foyers 
et à la directrice voisine do ce foyer sont entre elles comme la distance 
des foyers est au grand axe. N* 120. 

Équations de la tangente et de la normale en un point de l’ellipse. — Le 
point où la tangente rencontre un des axes prolongés est indépendant de la 
grandeur de l’autre axe. — Construction de la tangente en un point de l’el- 
lipse, au moyen de cette propriété. N'* 150 à 156. 

Les rayons vecteurs , menés des foyers à un point de l’ellipse , font avec 
la tangente en ce point , et d’un même côté de cette ligne , des angles égaux. 
— La normale divise en deux parties égales l’angle des rayons vecteurs. 
Cette propriété peut servir à mener une tangente à l’ellipse par un point 
pris sur la courbe ou par un point extérieur. N" 157 à 140. 

Diamètres. — Les cordes qu’un diamètre divise en parties égales sont pa- 
, ralièles à la tangente menée par l’extrémité de ce diamètre. — Cordes sup- 
plémentaires. On peut , au moyen des cordes supplémentaires , mener une 
tangente à l’ellipse par un point donné sur la courbe ou parallèlement à 
une droite dounée. 141 à 144. 

Diamètres conjugués. — Deux diamètres conjugués sont toujours parsl- 
lèles à deux cordes supplémentaires , et réciproquement.— Limite de l'angle 
de deux diamètres conjugués. — Il y a toujours dans une ellipse deux dia- 
mètres conjugués égaux entre eux. — La somme des carrés do deux diamè- 
tres conjugués est constante. — L’aire du parallélogramme construit sur 
deux diamètres conjugués est constante. — Construire une ellipse, con- 
naissant deux diamètres conjugués et l’angle qu’ils font entre eux. N*’ 145 
à 152. 

Expression de l’aire de l’ellipse en fonction des longueurs de ses aies. 
N° .153. 

De l’uypebbolb. — Équation de .l’hyperbole rapportée à son centre et à 
ses axes. Rapport des carrés des ordonnées perpendiculaires à l’axe traos- 
verse. N°’ 174 et 175. 

Foyers et directrices } tangente et normale j diamètres j diamètres conju- 
gués et cordes supplémentaires. Ce qu’on nomme longueur d’un diamètre 
qui ne rencontre pas l’hyperbole. — Les propriétés de ces points et de ces 
lignes sont analogues dans l’hyperbole et dans l’ellipse. N”' 176 è 186. 

Asymptotes de l’hyperbole. — Les asymptotes coïncident avec les diago- 
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naJes du parallélogramme formé aor deux diamètres conjugués quelconques. 

— l«s portions d’une sécante ou d’une tangente comprises entre l’hyper- 
bole et ses asymptotes , sont égales entre elles.— Application à la construc- 
tion de la tangente. — Le rectangle des parties d’une sécante , comprises 
entre un point de la courbe et les asymptotes , est égal au carré de la moi- 
tié du diamètre auquel la sécante est parallèle. — Forme de l’équation de 
l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. N°* 197 à Ît08, 

Dk la pahabou. — Équation de la parabole rapportée à son axe et à la 
tangente an sommet. — Rapport des carrés des ordonnées perpendiculaires 
à l’axe. N” 227. 

Foyer et directrice de la parabole. — Chacun des points de la courbe est 
également éloigné du foyer et de la directrice. — Construction de la para- 
bole. N“ 250 à 232. 

La parabole peut être considérée comme la limite d’une ellipse dans la- 
quelle le grand axe augmente indéfiniment , tandis que la distance du foyer 
au sommet voisin reste constante. N° 228. 

Tangente et normale. — Sous-tangente et sous-normale. Elles fournissent 
des moyens de mener la tangente en un point de la courbe. N“ 235. 

La tangente fait des angles égaux avec l’axe et avec le rayon vecteurmené 
an point de contact. — Mener, au moyen de cette propriété, une tangente 
à la parabole : t* par un point situé sur la courbe ; 2* par un point exté- ’ 
rieur. N«* 237 et 238. 

Diamètres. — Les cordes qu’un diamètre divise en deux parties égales 
sont parallèles à la tangente menée à l’extrémité de ce diamètre. N“ 239 
à 242. 

Expression de l’aire d'un segment parabolique. N* 243. 

Des cooRDORHéEs i>olaibbs. — Passer d’un système de coordonnées rec- 
tangulaires à un système de coordonnées polaires , et réciproquement. 

N* 239, 

Équations des trois courbes du second degré , en coordonnées polaires , 
le pôle étant situé à un foyer et les angles étant comptés à partir de l’axe 
qui passe par ce foyer. N" 280 à 290. 

Des lignes coohbks en oàaÈRKh. — Discussion de quelques courbes algé- 
briques et transcendantes. — Détermination de la tangente en un de leurs 
points. — Asymptotes des branches infinies. N“ 501. 

Construction des racines réelles des équations de forme quelconque à une 
inconnue. N* 318. 

/ 

iNTEBSEcnoN DK DEUX coOTBÉs DU SECOND deghA. — Du nombre de con- 
ditions nécessaires pour la détermination d'une courbe du second degré 
N* 340. . . ■ 
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Calculer les coordonnées des points communs à deux courbes du second 
degré. — Étant données les équations de deux courbes du second degré, 
trouver l’équation générale des courbes du second degré qui passent par les 
quatre points d'intersection des deux premières. Disposer de l’indéterminée 
que renferme cette équation , de manière qu’elle puisse se décomposer en 
deux facteurs du premier degré. N° 30K. 

Des sections coniques et ctlindriqdes. — Étude des sections planes du 
cèpe et du cylindre droit à base circulaire. — Section antiparallèle du cône 
et du cylindre oblique à base circulaire. N° 334. 

déemétrle «iiaJTtlqae à trois dimeBsloDS. 

Tréome des projections. — La somme des projections de plusieurs droites 
consécutives sur un axe est égaie à la projection de la ligne résultante. — 
La somme des carrés des projections d’une droite sur trois axes rectangu- 
laires est égale au carré de cette droite. — La somme des carrés des cosi- 
nus des angles qu’une droite fait avec trois droites rectangulaires est égale 
é l’unité. 343. 

La projection d’une aire plane sur un plan est égale au produit de celte 
aire par le cosinus de l'angle des deux plans. N* 348. 

Des coordonnées rectilignes. — Représentation d’un point par ses 
coordonnées. — Équation des lignes et des surfaces. N° 334. 

Transformation des coordonnées rectilignes. N' 367. 

. De la ligne droite et du plan. — Équations de la ligne droite. — Équa- 
tion du plan. — Toute équation du premier degré à trois variables repré- 
sente un plan. N" 362 et 383. 

Trouver les équations d’une droite , I ° qui passe par deux points donnés ; 
S° qui passe par uu point donné et qui soit parallèle à une ligne donnée. 
N» 380. 

Déterminer le point d’intersection de deux droites dont on connaît les équa- 
tions. N° 382. 

Faire passer un plan , 1° par trois points donnés; 2° par un point donné , 
parallèlement à un plan donné ; 3° par un point et par une droite donnés. 

381, 383 et 597. 

Connaissant les équations de deux plans, trouver les projections de leur 
intersection. N° 383. 

Trouver l’intersection d’une droite et d’un plan dont on connaît les équa- 
tions. N° 386. 

Connaissant les coordonnées de deux points, trouver leur distance. 
N" 383. 

D’un point donné abaisser une perpendiculaire sur un plan ; trouver le 
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pied et la grandeur de la perpendiculaire (coordonnées rectangulaires). 
N» 598. 

Mener, par un point donné, un plan perpendiculaire à une droite donnée 
(coordonnées rectangulaires). N° 599. 

Mener, par un point donné, une perpendiculaire à une miroite donnée; 
déterminer le pied et la grandeur de cette, perpendiculaire (coordonnées 
rectangulaires). N°* 584 et 400. 

Connaissant les équations d’une droite, déterminer les angles de cette 
droite avec les axes des coordonnées (coordonnées rectangulaires). N” 578. ■ 

Trouver l’angle de deux droites dont on connaît les équations ( coordon- 
nées rectangulaires). N° 585. 

Connaissant l’équation d’un plan , trouver les angles qu’il fait avec les 

plans coordonnés (coordonnées rectangulaires). N“ 589. 

Déterminer l’angle de deux plans (coordonnées rectangulaires). N.° 598. 

Trouver l’angle d’une droite et d’un plan (coordonnées rectangulaires )._ 
N“ 402. 

Surfaces du second degré. — Elles se divisent en deux classes : les unes 
ont un centre, les autres n’en ont pas. — Coordonnées du centre. N- 404 

à 416. • 

Des plans diamétraux. - Simplification de l’équation générale du second 
degré par la transformation des coordonnées*. N° 418. 

Équations les plus simples de l’ellipsoïde, des hyperboloïdes à une et 
à deux nappes, des' paraboloïdes elliptique et hyperbolique, des cônes et 
des cylindres du second degré. — Cône asymptote d’un hyperboloïde. — 
Nature des sections planes des surfaces du second degré. N” 428 

à 456. , 

Sections rectilignes de l’hyperboloïde à une nappe. — On peut, sur la 
surface de l’fiyperboloïde à une nappe , tracer deux droites par chacun 
de ses points ; d’où résultent deux systèmes de génératrices rectilignes de 
l’hyperboloïde.— Deux droites prises dans un même système ne se ren- 
contrent pas, et deux droites de systèmes différents se rencontrent lou- 

Toutes les droites situées sur l’hyperboloide étant transportées 

au centre, parallèlement à elles-mêmes, s’appliquent exactement sur le 
cône asymptote. — Trois droites d’un même système ne sont jamais pa- 
rallèles à un même plan. — L’hyperboloïde à une nappe peut être engen- 
dré par une 'droite qui se meut en s’appuyant sur trois droites fixes, non 
parallèles à un même plan; et, réciproquement, lorsqu’une ligne droite 
glisse sur trois droites fixes , non parallèles à un même plan , elle en- 
gendre un hyperboloïde à une nappe. N** 461 à 470. 


* Ceue question ne sera pas posée à l’examen. 
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Sections rectilignes du paraboloYde hyperbolique. — On peut, sur la 
surface du paraboloïde hyperbolique, tracer deux droites par chacun de 
ses points ; d'où résulte la génération du paraboloïde par deux systènaes 
de droites. — Deux droites d’un naénao système ne se rencontrent pas , 
mais deux droites de systèmes différents se rencontrent toujours.— Toutes 
les droites d’un même système sont parallèles à un môme plan. — Le 
paraboloïde hyperbolique peut être engendré par le mouvement d’une droite 
qui glisse sur deux droites fixes, parallèles à un même plan; ou bien 
par une droite qui glisse sur deux droites fixes , en restant toujours pa- 
Tallèle à un plan donné. Réciproquement, toute surface résultant de l’un 
de ces deux modes de génération est un paraboloïde hyperbolique. N°*471 
à 478. 

Discussion d’une équation numérique du second degré à trois variables. 
N“ 458 à 447. 

Des surfaces coniques et ctundriqües. — Trouver l’équation générale 
des surfaces coniques et des surfaces cylindriques. N° 478. 
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GÉOMÉTRIE analytique A DEUX DIMENSIONS. 


CHAPITRE PREMIER. 

REPRÉSENTATION DES LIEUV GÉOMÊTRIQU 
PAR DES ÉQUATIONS. 


§ 1. DES COORDONNÉES RECTILIGNES. 


I . Le but principal de la Géométrie analytique est do ramener 
l’étude des lignes ou des surfaces .’i l’étude de certaines relutior 
algébriques; mais, par contre, elle enseigne également à ramenci 
certains problèmes de calcul à des questions de géométrie; et c’est 
surtout sous ce point de vue qu’elle devient un instrument précieux 
entre les mains de l’ingénieur, .comme nous aurons soin de le 
montrer toutes les fois que l’occasion s’en présentera. Mais, avant 
tout , il faut faire connaître à l’aide de quel système de grandeurs 
on fixe sur un plan la position d’un point. 

'1. Position (Tan point sur nue ii|rne. D’abord si l’on veut fixer 
la position d’un point M sur une ligne donnée, droite ou courbe, 
XX' (fig. 1), il suffira de déterminer la longueur de l’arc MO com- 
pris entre le point M et un point connu O de cette ligne, et de 
^ rappeler de quel côté du point O se trouve le point M. La lon- 
gueur 0.\1 , et le sens dans lequel il faut la porter pour aller de O 
en M , détermineront complètement ce point. Si , par exemple , 

i 




DÎçpized.^-j .oogle 


2 GÉOMÉTRIE ANALTTIQDE A DEÜX DIMENSIONS. 

OM vaut 3 mètres et si O.M' vaut 2 mètres , les points M et M' se- 
ront complètement déterminés 
1 "J? O 'îî en disant qu’ils sont situés sur la 

^ *'‘s- ‘ courbe XX', supposée connue, 

l’un à 3 mètres à droite du point O , et l’autre à 2 mètres à gauche 
de ce point. 

Les distances itinéraires fournissent une image de ce mode de 
représentation. Si l’on suppose connue par exemple la ligne formée 
par le chemin de fer de Paris au Havre , et que l’on sache quelle 
est sur cette ligné la position de la ville de Rouen, la position des 
villes de Vernon et d’Yvotot sera complètement déterminée en 
disant qu’elles" sont situées sur le même chemin , l’une à 60 kilo- 
mètres de Rouen du côté de Paris , et l’autre à 38 kilomètres de 
Rouen du côté du Havre. 

5. Mais on peut simplifier encore la détermination dont il s’agit. 
Soit k un nouveau point situé sur XX' à droite du point M , et fai- 
sons, pour abréger, OA = a, OM = a;, OM' = x'. Si l’on veut 
connaitre la distance à parcourir pour aller de A en M , il suffit 
évidemment de retrancher OM de OA , en sorte qu’on a 

AM = a — X. 

Si l'on veut connaître, au contraire, la distance à parcourir pour 
aller de A en M',, il faut ajouter OM' à OA , ce qui donne 

AM' = a-t-a:'. 

Or, on remarque que ces deux relations ne diffèrent qu’en ce que 
— X est remplacé par -\-x'-, en sorte qu’on les rendrait identiques 
(sauf l’accent), si l’on convenait de regarder comme posiWaci les 
distancés telles que OM portées à droite du point O, et comme né- 
f/atives les distances telles que OM' portées à gauche du même 
point. En effet, au lieu de poser alors a;' = OM', il faudrait poser 
x' = — OM' (la distance OM' étant ici, comme plus haut, une lon- 
gueur absolue ) ; et l’on aurait en conséquence 

AM' = a — x',- 

relation tout à fait Identique à la première. 

Une correspondance pareille entre les signes de OM et de OM' 
s’observerait dans des problèmes plus compliqués'’; en sorte que , 
pour renfermer dans une même formule les relations qui se corres- 
])ondent, on a été conduit à admettre la convention dont nous ve- 
nons de parler à l’instant. ' ' , ' , 

* Oo peut consulter sur ce su}ct te savant «urrage.qid a pour titre : De l’origine ' 
rf des limites de la correspondance entre l’algèbre et la géométrie, par A. Coumol. 
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On nomme abseisie d’un point M, la distance OM de ce point 
au point fixe O; cette distance étant regardée comme positive 
quand le point considéré est situé à droite du point 0 , et comme 
négative quand le point considéré est situé à gauche de ce môme 
point 0. On aurait pu faire la convention contraire; mais celle 
dont nous parlons est celle qui s’emploie le plus fréquemment. 

, Ou nomme origine des abscisses le point fixe O , à partir duquel 
les abscisses se comptent, dans un sens ou dans l’autre. 

Si nous reprenons l’exemple de tout à l’heure , que nous choi- 
sissions Rouen pour l’origine des coordonnées, et que nous comp- 
tions les abscisses positives vers Paris, l’abscisse de Vernon sera 
-f- 60 kilomètres, et celle d'Yvetot — 38 kiloni.; et, en désignant 
d’une manière générale par x l’abscisse d’un point quelconque de 
la ligne, on aura pour Vernon a: = -^-C0 kiloiu. , et pour Yvetot 
x = — 38 kilom. 

On voit que l’abscisse d’un point est une quantité algébrique 
composée d’une valeur absolue , c’est-à-dire d’un certain nombre 
d’unités de longueur, et d’un signe qui est -j- ou — , selon que 
l’abscisse est comptée dans un certain sens ou dans le sens opposé. 

L’abscisse d’un point situé sur une ligne indéfinie peut varier de- 
puis — 00 jusqu’à -j- 00 . L’abscisse de l’origine est zéro. 

4. Poiiiion d’nn point sur an plan. Pour déterminer la 
position d’un point M (fig. 2) dans un plan , on la rapporte à deux 

droites fixes XX', YY', situées dans 
ce plan et qui se coupent sous nn 
angle quelconque, le plus souvent 
sous un angle droit. Par le point M 
on mène à XX' et à YY' les paral- 
— lèles MQ et MP ; les points Q et P 
ainsi obtenus sont ce qu’on peut ap- 
peler les projections du point M sur 
les droites fixes, projections obli- 
ques ou rectangulaires , suivant que 
ces droites fixes se coupent oblique- 
ment ou à angle droit. 11 est clair que 
la position du point M sera entièrement déterminée , si l’on con- 
naît ses projections ; car, en menant par les points Q et P des pa- 
rallèles à XX' et à Y Y', on obtiendra deux droites qui se couperont - 
en un point M ; lequel sera le point demandé. 

Or, la position de la projection P sur XX' peut être définie par . 
son abscisse OP, eu prenant le point 0 pour origine des abscisses. 
La position de la projection Q sur YY' peut être pareillemeut défi- 
nie par la grandeur ÜQ , qu’on regardera comme positive ou connue 
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négative, suivant que le point Q sera situé au-dessus ou au-dessous 
de l’origine O ; on donne à celte grandeur OQ le nom d’ordonnee 
du point M. L’abscisse et l’ordonnée du point M se nomment ses 
coordonnées rectilignes; le point O est Vorigine des coordonnées; les 
droites fixes XX' et YY' sont les axes coordonnés. 

La position d’un point dans un plan est parfaitement déterminée, 
lorsqu’on connaît les coordonnées de ce point. 

Reharques. I. On voit facilement qu’avec les mêmes valeurs ab- 
solues, mais avec des signes différents, on obtient les coordonnées 
de quatre points distincts M, M', M", Jr, placés aux sommets 
d’un parallélogramme dont les côtés sont parallèles aux axes. Si a 
désigne la valeur absolue de l’une des distances égales OP ou OP', 
et b la valeur absolue de l’une des distances égales OQ ou OQ', et 
si l’on désigne d’une manière générale par a; l’abscisse et par y l’or- 
donnée du point que l’on considère , on aura : 


Pour le point M . . . . 

.. x = -fa, 

y — -fô, 

M'.... 

.. x = — a, ij = -\-b. 

TH".... 

. . x = -l-a. 

y = — à. 

M",... 

.. X — — 0, y = — b. 


II. Les points M et SI';; situés sur une même droite MOM" pas- 
sant par l’origine , et à égale distance de cette origine , ont des co- 
ordonnées égales en valeur absolue, mais de signes contraires. Il 
en est de même des points M' et M*. 

III. L’habitude de désigner par x l’abscisse et par y l’ordonnée 
d’un même point, a fait donner h l’axe XX', sur lequel se comp- 
tent les abscisses , le nom d’axe des x , et à l’axe YY', sur lequel se 
comptent les ordonnées, le nom d’axe des y. 

IV. Les coordonnées d’un point situé dans un plan indéfini peu- 
vent varier toutes deux depuis — r» jusqu’à oo . Pour tous les 
jK)ints situés sur l’axe des x, on a y=0; pour tous ceux qui sont 
situés sur l’axe des y, on a x=0; les coordonnées de l’origine 
sont X— 0 et y=;0. 

V. La droite MQ, égale et parallèle à OP, peut ausei être regar- 
dée comme l’abscisse du point M; la droite MP, égale et parallèle 
à OQ , peut de même être regardée comme son ordonnée. 

' VI. Enfin , dans la suite nous désignerons souvent un point 
par ses coordonnées placées entre parenthèses. Ainsi quand nous 
dirons : le point M(x', f/), il faudra entendre ; le point M dont les 
coordonnées sont x' et y'; 
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îS. Diütnnec de denx pointi. Lorsqu’on a les coordonnées de 
deux points, H est facile de calculer 
leur distance. 

Soient y') et M"(x", y") (fig. 3] 
les deux points donnés. Menons M'P et 
M"P parallèles à l’axe des y, puis M'Q 
parallèle à l’axe des x ; et soit 6 l’angle 
formé par les parties des axes sur les- 
quelles se comptent les coordonnées po- 
sitives. Le triangle M'QM" donne ' 

= MQ’ + M^’ — 2 . M'Q . M"Q . cos M"QM'. ' ; 

Or, M'Q = P'P" = ül>" — OP' = x" — x', 
U"Q=M"P"-QF=y'.-y', 

M"QM' = QP"0 = 1 80» — 0. 



Donc M'M"* = (x"— + [y'—yj + 2(x"— x')(y"-y')cos6 ; 
d’où M'M" = V(*" — y7+2(x"— x'}(y"— y') cos 6. [IJ 
Quoique cette formule ait été obtenue dans une position parti- 
culière des points M' et M", il est facile de s’assurer qu’elle s’appli- 
que à tous les cas , pourvu qu’on se rappelle que les coordonnées 
d’un point sont des quantités algébriques. 

Supposons, par exemple, que les deux points M' et M" soient 
placés comme dans la figure 4. Le triangle M'QM" donnera encore 


HTP = w + M"Q‘ — 2 . M'Q . M "Q . cos M' QM'. 



Or, ici, on a M'Q=P'F=OP*-fOP; 
mais x"=OP" et x' = — OP', donc 
M'Q = x"^ — x'. On a ensuite 
M"Q = QP" -f M"F = M'P' 4- M"P ; 
mais y' = M'P' et y" = — 5I"F ; donc 
M"Q = y' — y". Enfin, l’angle M'QM" 
est ici égal à l’angle YOX ou' à 6. On 
a donc, on substituant, 


M'M"‘ = (av"-x'j* -I- (y'-ÿ";‘ - 2{x"— x') (y'-y") cos 0 ; 
ou bien M'M" = v^(x" — x')’ (y"— y'j’ -f- 2(x" — x')(y" — y') cos 8, 


On vérifierait de la même manière les autres cas. 


Remarques. I. Si les axes sont rectangulaires , on a cos 0 = 0, et 
par suite, 

M'M" = v'(-*^"--x')’-|- (y"— y'/ , ' -[2] ■ 

formule facile ii établir directement. ' ' 
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nées MP, M'P', M'P'.'etc. La similitude des triangles MOP, M'OP', 
M"OP", etc., donne immédiatement. 


MP 


MF —M'P" 

ZTÔF'' 


• OP OP' 

< 

Or,‘ les numérateurs de ces rapports sont les ordonnées des points 
considérés, et les dénominateurs sont les abscisses des mêmes points; 
pour une droite, passant par l’origine, le rapport de l’ordonnée à 
l’abscisse est donc une quantité constante; et l’on peut écrire d’une 
manière générale, en désignant par a ce rapport , 


X 


ou y = ax. 


On arriverait à un résultat analogue si la droite, au lieu d’élre si- 
tuée dans l’angle YOX et dans son 
opposé, était située dans l’angle 
YOX' et dans son opposé (fig. 6); car 
on aurait encore 

—MP —M'P' M"P" 



OP 


OP' 


— OP" 


ce qui exprime encore que le rap- 
port. de l’ordonnée à l’abscisse est 
constant. 

La relation constante y= ax, qui 
''■s- existe entre l'ordonnée et l’ab- 

scisse de chaque point de la droite, est ce qu’on nomme l'équa- 
tion de cette droite. Si, dans celte équation , on attribue à x une va- 
leur quelconque, on en pourra tirer la valeur correspondante de y, 
et l’on déterminera ainsi ( 4 ) le point qui a cette abscisse et cette or- 
donnée ; on se procurera de la même manière autant de points de 

la droite que l’on vou- 
dra d’après la seule 
connaissance de son . 
équation. 

Soit maintenant une 
droite quelconque MM" 
(fig. 7) qui ne passe pas 
par l’origine. Menons- 
lui par le point O 
la parallèle NN"; et 
' 'abaissons les ordon- 

FiB. T. _ nées MP, MT', M'-P", 

qui, prolongées s’il est n^ssaire, rencontreront la droite proposée 
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respectivement en N, N', N". Les distances MN , M'N', M"N" seront 
('gaies, comme parallèles comprises entre parallèles; désignons 
leur valeur communë par b, et soient y et y* les ordonnées de la 
droite MM" et de la droite NN" qui correspondent à une même ab- 
scisse X. 11 y aura entre ces ordonnées une relation constante très- 
simple; car on a ; 


Pour le point M . 

MP = NP -f-MN ou 

y = y'-f 6, 

M’. 

.. M'P’= M'N— NP' ou 

y = ô +y', 

M".. 

. — M"P"=— N"P"-1-M"N" ou 

y=y'-f ô. 


Or,. la droite MN" passant par l’origine, son équation est de la 
forme }f = ax. Substituantcette valeur dans celle de y, On obtient 

y = ax-^-b. 

Telle est la relation constante qui existe entre l’abscisse et l’or; 
donnée d’un point quelconque de la droite M'M"; c’est Véguation 
de cette droite. 

Si la droite donnée rencontrait l’axe des y au-dessOUs de l’ori- 
gine au lieu de le rencontrer au-dessus, on trouverait encore 
l’équation 

y = aa; -|- 6 ; 

mais b représenterait ici une distance négative. 

Remarques. Une parallèleà l’axe des x a pour équation y= con- 
stante; car les ordonnées de-tous scs points sont égales cotnme pa- 
rallèles comprises entre parallèles. Une parallèle à l’axe des y a 
pareillement pour équation x = constante. L’axe des x lui-même 
a pour équation y = 0 , et l’équation de 
l’axe des y est, au contraire, x = 0. 

B. t'ireoBférevce de cercle. Considé- 
rons maintenant une circonférence (fig. 8) 
située d’une manière quelconque, et rap- 
portée à des axes obliques faisant entre 
eux l’angle 0. Soient o et p les coordonnées 
du centre C, a; et y celles d’un point quel- 
Eig. 8. conque M de la circonférence , et r le rayon 

du cercle. Puisque, par la définition de cette courbe, la dis- 
tance CM est constamment égale à r, on doit avoir (8) 

(jr — »)*-f-(y — 8;’-{-2 (j: — «)ty — ,6)cos6 = r*. fl! 
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Telle est la relation constante qui existe entre les coordonnées 
d’un point quelconque de la circonférence ; c’est X'équation de celte 
circonférence. 

Si les axes sont rectangulaires, le terme en 0 disparaît^ et il 
reste 

(x-a}*+(y-p)« = r*. _ . [2] 

Si le centre est sur l’axe des x, on a p = 0, et il reste 

(a;— a)* + ÿ* = ;^. " [3] 

Si, en même temps, la circonférence passe par l’origine, a est égal 
à r, et il vient, en réduisant, . 

■’ ' ar* — 2ra?-|'y* = 0* W- 

Enfin, si le centre est l’origine des coordonnées, on a àlafoisa=0 
et P = 0, et il reste 

= [5] 

Chacune de ces équations peut servir à construire par points ht 
circonférence qu'elle représente. 

9. Ellipse. Lieu des points tels, que la somme de leurs distances 
à deux points fixes F et F' (fîg. 9) est constante et égale à une 
longueur donnée 2 a plus grande que FF'. 

Ce lieu est \'ovale du jardinier à laquelle on donne en géométrie 
le nom d’ellipse. On peut la tracer d’un mouvement continu : pour 
cela, oaattache aux deux points fixes F et F' les extrémités d’un fil 

dont la longueur est égale à 2a; j- 
on tend alors le fil au moyen . ‘ ^ 

d’un style; et en faisant mouvoir 
celui-ci de manière que le fil 
reste toujours tendu , on trace 
sur le plan le lieu dont il s’agit. 

C’est une courbe fermée analo- . ^ 

.gue à celle de la figure 9. Elle 
est- évidemment symétrique par 
rapport à la droite FF' qui joint 
: ' • les deux points fixes; elle l’est 

aussi par rapport à la perpendiculaire élevée sur le milieu O de 
FF'; si donc on prend ces droites pour axes coordonnés, à chaque 
valeur de l’abscisse correspondront deux valeurs égales et de signes 
contraires pour l’ordonnée, et, à chaqqe valeur de l’ordonnée, cor- • 
respondront deux valeurs égales et de signes contraires de l’ab- 
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scisse; en sorte que l’équation du lieu ne contiendra aucune puis- 
sance impaire des coordonnées, ce qui la rendra beaucoup plus 
simple. 

Soient a; et y les coordonnées d’un point quelconque 11 du lieu ; 
soit OF = OF' = c ; joignons MF et MF'. On aura 

MF’ -I- MF = 2 a, . [1] 

' [ 2 ] 

MF’ = y* + (a:— c)».' ' [3] 

Si l’on élimine MF et MF' entre ces trois équations, on obtiendra 
une relation constante entre x et y, qui sera l’équation du lieu. 

Pour faire cette élimination, retranchons membre à membre l’é- 
quation [3] de l’équation [2]; il viendra 

MF‘ — MP = 4('ar. 

Or, le premier membre est le produit du facteur MF' -j- MF égal 
à 2a|)ar le facteur MF' — MF ; on peut donc écrire 

2a (MF'— MF) = 4 ex, d’où MF’ — MF = ^. 

Ayant ainsi la somme et la différence des longueurs MF' et MF, 
on obtient immédiatement, par une règle connue, la valeur 
de chacune d’elles, savoir; 

MF' = - -fa. et MF=- — a. 

11 ne reste plus qu’à substituer la première, par exemple, dans 
l’équation [2], ce qui donne 


Telle est l’équation du lieu( On en tire, en réduisant, 

' y’ /h C®* — O ^ 


Mais, comme par la nature même de l’énoncé on a 2 a>2<? ou a>c, 
la différence o* — c* est positive, et peut être représentée par un 
carré ce qui donne a*y*-f é*i*=o*6*, ou, en divisant tous le» 
termes par o’é*, • ' ■ 




[ 4 ] 


. » 
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Celte équation ne contient aucune puissance impaire de x ni 
de fj, ainsi que nous l’avions annoncé, ce qui indique une courbe 
symétrique par rapport à chacun des deux axes ; car, à chaque va- 
leur de l’une des deux coordonnées, répondent pour l’autre deux 
valeurs égales et de signes contraires. Comme les deux termes du 
premier membre sont essentiellement positifs, chacun d’eux doit 
rester moindre que 1 ou devenir tout au plus égal à 1. Ainsi x ne 
peut varier que de — a à -|-a, et y que de — b à -f- 6. On a 
x=±a pour y=0, ce qui donne les points A et A'; et y=ifcô 
pour ar=0, ce qui donne les points B et B'. D’ailleurs les deux 
coordonnées varient en sens inverse; si l’une augmente, il faut que 
l’autre diminue. Toutes ces circonstances répondent à la forme in- 
diquée dans la figure 9. 

On pourrait déduire de l’équation [4] beaucoup do propriétés de 
la courbe; mais cette recherche fera l’objet d’un autre chapitre. 

10. Hyperkolé. £f«tt des points tels, que la différence de leurs 
distances à deux points fixes F et F' (fig. 10) est constante et égale 
à une longueur donnée 2 a moindre que FF'. 

Ce lieu doit être symétrique par rapport à la droite FF' qui joint 

les deux points fixes , et par rapport 
à" la perpendiculaire élevée sur le mi- 
lieu de FF' ; par les raisons exposées 
au n° 9 , il convient donc de prendre 
ces lignes pour axes coordonnés. Ce 
Ken est indéfini dans le sens des x 
positifs ou négatifs , ainsi que dans le 
sens des y positifs ou négatifs; car it 
n’est autre chose que le lieu des in- 
tersections des circonférences déci itcs 
des points F et F' comme centre, avec 
des rayons qui diffèrent de 2a; or, 
on peut, tout en remplissant cette condition, prendre ces rayons 
assez grands pour que le point d’intersection soit aussi éloigné 
qu’on le voudra de l’origine. Si l’on prend sur FF', et à partir 
de l’origine, deux longueurs OA, OA' égales entre elles et à a, les 
points A et Â' ainsi déterminés seront des points du lieu ; car on 
aura , par exemple, ' ' 

AF' — AF = AA' + A'F' — AF = AA' = 2 a, 

attendu que A'F'=AF comme différences de quantités respecti- 
vement égales. Si l’on compare au point A un point quelconque 
situé sur FF' entre A et 0, en voit que sa distance à Ff sera moin- 
dre, et sa distance^ F plus .grande) la diflérence de. ces deux dia- 
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tances sera donc moindre que 2a; ce {k>int sera donc situé hors du 
lieu. On en dirait autant de tout point situé entre 0 et À'. Il n’y a 
donc aucun point du lieu entre A et A'. Ce lieu doit donc avoir à 
peu près la forme indiquée dans la figure 10. 

Pour obtenir son équation , on fera un calcul tout à fait analogue 
à celui du n“ 9 , et l'on obtiendra de même 

a’ y*-)- (a* — c’Jx’ = «’(«’ — t’J. 

Mais ici, a étant moindre que c, o’ — e* est essentiellement négatif, 
et si on le remplace par — b', il viendra 

a’y’ — = — -a’6* ou — 

On voit que x ne peut être inférieur à a, car autrement le pre- 
mier membre serait inférieur à 1 ou négatif; il en résulte que si 
l’on mène par A et A’ des parallèles à l’axe des y , la courbe n’aura 
aucun point entre ces deux parallèles. Pour y = 0,onau; = d:a; 
pour x = p, y serait imaginaire, ce qui doit être d’après la remar- 
que qu’on vient de faire. D’ailleurs, si y croit, il faut que x croisse 
en même temps pour que le premier membre reste égal à 1 ; la 
courbe va donc en s’éloignant des deux axes, tant du côté positif 
que du côté négatif ; elle est par conséquent illimitée dans tous les 
sens. Toutes ces circonstances répondent à la forme indiquée dans 
la figure 10. 

Cette courbe est connue sous le nom d'hyperbole. On peut en 
tracer un arc d’un mouvement continu. Pour cela on se sert 

d’une règle DD' (fig. 11), dont un 
bord passe par l’un des deux 
points fixes, F' par exemple, et 
qu’on fait tourner autour de ce 
point en maintenant la distance F'D . 
, invariable. Un fil , dont la longueur 
est inférieure à F'D d’une quantité 
■ égale à 2 a , est attaché par l’une 
de scs extrémités en D, et par 
l’autre en F. Pendant le mouvement de la règle,, on tend le fil 
contre son bord au moyen d’un style, dont l’extrémité décrit 
l’arc BA de la courbe. Il est clair, en effet, que l’on a 

FD_(MD-|-MF) = 2a, 

ou MF'-j-MD — (MD-)-MF)=2a, ou encore MF' — MF=2o, / 
ce qui est la définition du lieu. 

i 1 . Parabole. Lieu des points dont chacun est également dis- 
temt d'une droite fixe DD' et d’un point fixe F (fig. 12).; 
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Ce lieu est évidemment symétrique par rapport à la perpendi- 
culaire AX abaissée du point fixe F sur la droite fixe DD'; de plus, 
il doit passer par le milieu 0 de la dis- 
tance FA. Il ne peut avoir aucun point 
à gauche de la perpendiculaire YY' à AX 
menée parle point 0; car un tel point 
serait plus voisin de la droite DD' que du 
point F ; le lieu est donc limité vers la 
gauche par la droite YY". Mais il est aisé 
de voir qu’il est illimité vers la droite; 
car ce lieu n’est autre chose que le lieu 
des centres des cercles tangents à DD', et 
passant par le point F ; or, si l’on se 
donne arbitrairement un rayon r, aussi 
grand que l’on voudra, on obtiendra deux points du lieu, situés 
à l’intersection d’une parallèle à DD' menée à une distance r do 
celle droite, et d’un cercle décrit du point F comme centre, avec r 
pour rayon: les points ainsi obtenus seront donc à une distance 
de DD' aussi grande que l’on voudra; ainsi le lieu est illimité vers 
la droite, (si F est à droite de DD'). 

Afin d’obtenir son équation, prenons AX et YY' pour axes; l’é- 
quation ne contiendra ni puissances impaires de y, ni terme indé- 
pendant do y et de x. Soit M un point quelconque du lieu ; me- 
nons MQ parallèle à AX, MP perpendiculaire à l’axe des x, et 
joignons MF; faisons AF=p. Nous aurons 


Fi«. 1*. 


et 


MQ = PO OA=ai-f- tp 
MF’=y* (x — i p)*. 


Donc , d’après l’énoncé, on aura 

(x-l-ip)*=y*-f(x— ip}*; . • ■ . 

telle est l’équation du lieu. En réduisant, on en lire 

y*=2px, ' 

équation qui ne renferme ni puissances impaires de y, ni terme 
indépendant de y et de x, ainsi que nous l’avions annoncé. 

Le lieu représenté par cette équation est limité par YY', car 
y et P étant positifs, on ne peut donner à x aucune valeur négative. 
11 est illimité dans le sens desx positifs; car quelque grande valeur 
positive qu’on attribue à x, on en tirera deux valeurs réelles, 
égales et de signes contraires, pour ÿ. On voit de plus que y aug- 
mente quand x augmente , et que par conséquent la courbe va en 
s’éloignant de l’axe des x à mesure qu’elle s’éloigne de l’origine. 




Q 

N 
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X 
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Cette courbe, connue sous le nom de parabole, peut être tracée 
d’un mouvement continu. Pour cela on applique le long de la 
droite fixe DD' (fig. 13), une règle sur 
laquelle on ûiit glisser une équerre DNQ ; 
un fil, égal en longueur au côté NQ 
de l’équerre, est attaché par l’une de ses 
extrémités au point N , et par l’autre au 
point fixe F ; pendant le mouvement de 
l’équerre, on tend le fil au moyen d’un 
style qui s’appuie contre le côté NQ ; la 
pointe de ce style trace l’arc OB de la 
courbe. Il est clair, en effet, que puis- 
que NQ et N'.VIF sont deux longueurs 
égales à celle du hl , on doit avoir 
' fi* >*• MQ=MF,'ce qui est la définition de la 

courbe. . 

11. Autre* exemples 4e lieux géométrique*. Lieudet poinlsV'fig. li) 
dont les distances à deux points fixes A e( B sont entre elles danJ un rapport 
eonstant. 

On sait , par la géométrie élémentaire, que ce lieu Mt une circonféreBce de 

cercle dont le centre est sur le pro- 
longement de la droite qui joint les 
deux points fixes. Comme le lieu est 
évidemment symétrique par rapport 
à celle droite, prenoos-la pour axe 
des X et eboisissous des axes rectangu- 
laires) à chaque abeisse devront cor- 
respondre deux ordonnées égales et 
de signes contraires; l’équation du 
lieu ne contleortra denc aucune puis- 
sance impaire de y, ce qui aura 
Fig. 14. pour effet de la simplifier. De plus, 

comme le lieu doit passer par le point O qui divise la distance AB dans le rap- 
port donné, el que nous pouvons délermiaer ce point à i’avance, prenons-l« 
pour origine ; l’équation de la courbe, devant alors être satisfaite quand on y 
fera x=0 el y = 0, ne contiendra aucun lecme indépendant do ces variables, 
ce qui sera uue nouvelle simplification. Posons A0 = m et BO = n; soit M un 
point quelconque du lieu, dont les coordonnées sont x el y; on aura (S) 



Si’=(x + m)A+>* at MB* = (»-«?+ y. 

Or, d’après la définition du lieu, on doit avoir .. . ■ 

ou , en menant pour MA* et mB* leurs valeurs, el simplifiant, 

(qi’ — n’)*’ — î»n^ -i- n) X -f- (m’ — n’) y’ = 6 , . 
ou encore ,(m— n)»’ — *m**-Km— n)p>=a, [•] 

Telle est réquaUoadn lien. 


REPRÉSENTATION DES LIEUX CiOMÉTRlQUES. 
Si m est différent de n, on peut diviser par m — 'n, elil vient 
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, 2mB , , 

i’ * + «’ = O , 

m— n ' 

é(piation de la même forme que i’équation [4] du n*8, et qui représente 
également une circonférence passant par i’origine et ayant son centre sur 
l'axe des x. C'est ce qu'on reconnaît eu ajoulant aux deux membres le carré 

de ; car l'^uation peut alors èlre mise sous ia forme 


tn — n 


Jîl_y + 

\ m — n/ ' \m — n/ 


et exprime que la dislance de chaque point du lieu au point qui a pour coor- 


données X = - 


et y = 0, est constante et égale h 


c'est donc bien 


m— n ' ■ “ m— B' 

une circonférence passant par l'origine, ayant sou centre sur l’axe des x et 

pour rayon quantité -d’autant plus grande que la différence m — n 

est plus petite. ' 

Si m est égala n, l’équation [l]se réduith 2mnx=0, ou simplement à x=0, 
ce qui représente l’axe des y (6). Et , en effet, cet axe divise alors la distance 
AU en deux parties égales t et l'on sait que la perpendiculaire élevée sur le mi- 
lieu d’une droite est le lieu géométrique des points du plan dont les distances 
aux extrémités de celle droite sont égales. 

13. CiSBoVéPei ^fsnl donner un etrcle C (fig. 15) et une tangente DD’ d ce 
cercle; par le point O, extrémité du diamètre OA gui passe par le point de con- 
tact, on mène une sécante quelconque, qui coupe la circonférence en un point 1 et 
la tangente en un point B; eur cette sécante, d partir du point O, on prend une 
longueur OM égale à IB ; on demande le lieu du point M ainsi obtenu. 

Un reconnaît que ce lieu sera symétrique par rapport à OA. De plus, à mesure 
que la sécante s’écartera de OA , la distance IB 
augmentera ; il en sera doue de même de OM « 
et le point M ira en s’éloiguant indélinimçnt 
du point O , sans pouvoir toutefois atteindre 
jamais la droite DD’, car IB sera toujours 
moindre que OD. Le lieu aura donc à peu près 
la forme indiquée par la ligure 15. 

Afin de simplifier son équation, nous pren- 
drons OA pour axe des x; la courbe étant sy- 
métrique par rapport à cet axe, son équatiou 
ne - renfermera pas de puissances impaires 
de y. Prenons le point O pour origine. Abais- 
sons sur OA les perpendiculaires MP et IQ , 
P*8- *>• soient OP = x, MP = y, O.A = o. 

La similitude des triangles OMP et OIQ donne l'égalité 

Ëf-JO m. 

OP~OQ . i~ÔQ‘ . 

Les longueurs OM et IB étant égales, il en eA de même des longueurs OP et AQ; 
on a donc OQ = OA — AQ = OA — OP = o — i. Par conséquent , 

y _ iQ 

X a — x’ • 

Mais iQ’=OQxAtt=-in — x)x. . i • • , 


> 


n 


/ 

11 


j \ 



, i ■ 


X' ô 

U y 

V X 

Y* 
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Tirant de l’égaUlé ci-dessus la valeur de y, élevant au carré et remplaçant 
ïÿ* par (o — x)x, on obtient 


x^ 

a — x' 


Telle est l’équation du lieu. Pour que le second membre soit positif, il faut que 
a: reste compris entre 0 et a ; la courbe est donc tout entière comprise entre 
DU' et l’axedesy. Pour * = 0,onay=0; ainsi l’origine est un point du lieu. A 
mesure que x augmeute , le numérateur du second membre augmente, tandis 
que le dénominateur diminue ; par celte double raison, le second membre, et 
par suite y, augmentent ; la courbe va donc en s’éloignant des deux axes. En- 
lin,pourx=a, on a y = », ce qui signifie que le lieu n’alleinl DD’ qu’à une 
distance infinie. Ces dillércnles circonslances répondent à la forme indiquée 
dans la ligure ib. 

La courbe dont nous nous occupons porte le nom de ct«ofd« de Dioclit, ou 
simplement cûsoidc. 

14. Eicmnticate. Lieu des points tels, que le produit des distances de chacun 
d’eux d deux points fixes F et F' (lig. tO) est égal au carré de la moitié de FF. 

Ce lieu sera, comme ceux des n“ 9 et 10, symétrique par rapport à F’F' et par 

rapport à la perpendicu- 
Y| laire YY’ élevée sur le mi- 

lieu O de celle droite. Le 
point O sera un point du 
lieu, et les distances des dif- 
férents points de la courbe 
aux deux points fixes F et 
F’ varieront en raison in- 
verse l’une de l’autre. On 
reconnaît avec un peu d’aU 
lenlion que ces distances ne 
Fi^. i«. peuvent dépasser une cer- 

taine limite. Soit, en effet , M un point du lieu; joignons MF, MF, et posons, 
pour abréger, 

MF = p, MF’ = (,' 

D'après l’énoncé, on aura p>)’=a’. 

Or, daus le triangle FMF'on devra avoir 
MF — MF < FF 



et FF* =2 a. 


ou f — p'< 2 a. 


ou, en multipliant par p. 



p’ — pp’<2op .ou p’ — o’<2op. 

ou encore 

p’— 2op-t-o’<2o’, 

c’est-à-dire 

(p_a?<2f. 

d’où 

p<a(l -t-v/5). • ' 

Si l’on suppose, au maximum, p=o (i -|- v'S. il en résulte p — p';±:2a; ce 
*’ i|iii répond à un point, tel que A, situé sur le prolongement de FF'. La courbe 

part donc du point 0 pour revenir en A j à cause des symétries dont noiisCavons 
parlé, elle a la forme d’un 8 couché, comme l’indique la figure IG. 

\ ^ Pour obtenir son équation, rappôrlons-la aux axes FF' et YY’; et soient X et V 

tes coordonnées du point M. Nous aurons (a) 

MF’ 

ou p’ = y’-Hx — o)= et MF^ ou p”=y'-Hx;-t-o)’. 


MF.MF’ = a’. ou f.p' = a’, d’où p’p'-' = a‘. . 

• . 

f 

• - . f ' ' 

'' “s f • 

* 


1 

- , “ Diÿilizc'' ' 

. • * f - 
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Menant pour p’ et p'’ leurs valeurs , il viendra 

[v’+(x— o)»] ry’ + (* + o)>]=o‘ ou [(ÿ’+i’+a’)— 2 oj:] [(y'4-i’+a’)+2oi] = a‘, 
oubien (y’ + ^’ + o’)’ — 4a’i*=a‘, 


d’où 


y’ + ** + o’= v^4 aW + O* , 


en ne prenant le radical qu’avec le signe + , attendu que le premier membre 
est essentiellement positif. De là on lire 


y’ = 0^4 a? + a’ — (i’ + a*). 

Telle est l’équation du lieu clicrclié, résolue par rapport à y’. 

Si l’on veut obtenir les poiols où la courbe rencontre l’axe des t, il faut 
supposer y = 0 dans l’équation non réduite. On en tire 

(i’ — oy=o‘, 

ce qui donne i>=r2o% d’où *=±ov5> 

oubien ** = 0, d’où as = 0. 

Les premières valeurs répondent aux points A et A', et s’accordent avec ce qui 
a été dit plus haut. La dernière valeur répond au point O. En faisant varier a 
de 0 à at/î , on reconnaît que y augmente d’abord pour diminuer ensuite : 
il sufiii, pour s’en assurer, de donner à x des valeurs particulières telles que 
a 2a 3a , 

TÔ’ iô’ 

On verrait que la plus grande valeur dey a Hou entre et x = ^, et 

que la courbe a bien la forme que lui assigne la ligure IG. 

Cette courbe est connue en géométrie sous le nom de lemniteate, 

IS. Les exemples qui précèdent suffisent pour faire comprendre 
comment une ligne plane, susceptible d’une définition géométri- 
que, peut être représentée par une équation entre les coordonnées 
rectilignes de ses points : c’est le seul ,but que nous nous soyons 
proposé pour le moment. Les élèves pourront s’exercer à trai- 
ter les exemples très-simples qui suivent; en ayant soin, avant 
de rechercher l’équation de chaque lieu, de tâcher de déduire de 
l’énoncé môme la forme générale que ce lieu affecte. Quand ils 
auront ensuite trouvé son équation, ils y chercheront la vérification 
de la discussion synthétique à laquelle ils se sont déjà livrés; et 
cette comparaison de deux méthodes, tout en fortifiant leur esprit, 
aura l’avantage de leur inspirer plus de confiance dans les indica- 
tions du calcul. Le lecteur est prié de faire les figures. 

I. Trouver le lieu des points tels, que la différence des carrés des distances de 
chacun d’eux à deux points Oxes est constante. 

IL Trouver le lieu des points tels, que la somme des carrés des distances de 
chacun d’eux à deux points Hxes est constante.. 
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III. Une droilc OB (le longueur conslanle peut tourner dans uo plan donne 
autour de son extrémité O; une seconde droite AB, de même longueur que' 
la première, est articulée en B avec elle par une de ses exirémités, tandis 
que son autre cxirémilé A est assujettie à parcourir une droite XX' située dans 
le plan donné et passant par le point U. On demande le lieu décrit par un 
point déterminé M de la droite AB. ' 

IV. Étant données deux droites perpendiculaires entre elles XX' et YY' el un 
point A surXX',qn mène par le point A une droite quelconque terminée en B 
sur YY", puis par le point B une perpendiculaire à AB, terminée en C sur XX', 
enfin par les points B et C des parallèles à XX' et à YY". On demande le lieu du 
point M où ces parallèles se rencontrent. 

V. Étant données deux droites qui se coupent, XX' el YY", et un point A 
situé dans leur plan, on mène par le point A une droite quelconque qui coupe 
les droites données en B et en C , puis par les points B et C des parallèles à XX' 
et à YY". On demande le lieu du point M ou ces parallèles se rencontrent. 

VI. Élant donnés un cercle C et une tangente DD' à ce cercle, par l'ex- 
trémité O du diamètre perpendiculaire à la tangente, on mène une droite 
quelconque qui coupe la circonférence en I et la tangente en B; sur cette droite 
on prend une longueur BM égale à Bl ; on demande le lieu du point M. 

Vil. Trouver le lieu des points tels, que le produit des distances de chacun 
(Veux è une droite fixe et à un point fixe est une quantité constante. 

YHI. Étant donnés un cercle O el un diamètre XX', on mène deux rayons 
rcclangiilaires quelconques OA el OBj et, de l'extrémité A de l’un, on abaisse 
sur XX' une perpendiculaire. On demande le lieu du point M où celte perpen- 
diculaire rencontre l’autre rayon OB. 

§ 3. EXEMPLES DB LA REPRÉSENTATION DES FONCm03<l8 MATBÉMATIQCBS 
OU EMPIRIQUES PAR DES COURBES. 

16. Toutes les fois que deux grandeurs variables dépendent 
l’une de l’autre, de telle sorte que, quand on attribue une valeur «à 
l’une d’elles, l’autre se trouve par cela môme déterminée, on peut 
concevoir que ces grandeurs soient liées par une équation, telle 
que f{x , y) = 0, ou même y = ? (x), bien qu’il ne soit pas toujours 
possible d’assigner la forme mathématique des fonctions f ou f. 
Or, si l’on regarde a; et y comme les coordonnées rectilignes d’un 
point par rapport à deux axes tracés dans un plan, chaque couple 
de valeurs de ar et de y satisfaisant à l’équation ci-dessus corres- 
pondra à un point du plan; et, si la fonbtion /* ou ip est continué, 
la série de ces points sera elle-même continue et formera une courbe 
qui pourra tenir lieu de l’équation, et qui peindra, en quelque 
sorte, la relation des deux variables considéras. 

Si la fonction /'ou p était discontinue, en aurait, au Keu d'une 
courbe, une certaine série de points iwlés; mais ce cas offre peu 
d’intérêt, attendu que les phéaotncnes naturels août, par leur 
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esBence même , soumis à la loi de continuité. Nous ne nous occu- 
perons donc, dans ce qui va suivre, que des fonctions continues. ‘ 

17. Fonctions mathématiques explicites. NoUS supposerons 
d’abtu-d qu’il s'agisse d’une fonction mathématique donnée sous la 
forme = ' 

Pour construire la courbe représentant la foi exprimée par cette 
équation, on donne à x une série de valeurs, croissantes ou dé- 
croissantes, comprises entre les limites, s’il y en a, entre lesqyelles 
y reste réel, ou depuis O jusqu’à des valeurs très-grandes, positives 
ou négatives, si x peut passer par tous les états de grandeur. Pour 
chaque valeur attribuée à x, on calcule les valeurs correspondantes 
de y, et l’on construit les points qui ont ces valeurs pour coor- 
données. Puis, par tous les points ainsi obtenus on fait passer une 
ligne continue, qui approchera d’autant plus de la courbe cherchée, 
que les valeurs de x auront été plus rapprochées, et' que le dessin 
aura été fait avec plus de soin. 

11 est clair que si l’équation proposée était de la forme x = <^[y), 
la marche serait exactement la môme ; on attribuerait les valeurs 
à y, et l’on en déduirait celles de x. 

10. On preiid ordinairement les valeurs de x en progression 
arithmétique. Cela n’est pas indispensable ; mais il y a avantage à le 
faire quand la fonction ip est une fonction algébrique entière, parce 
qu’alors on peut, pour calculer les valeurs successives de y, faire 
usage des différences, ce qui abrège notablement les calculs. 

Soit, par exemple, à construire une équation de ta forme y = ai’ -i- 6. On ren- 
contre des équations de celle forme dans la détermination de la courbe qu'af- 
fecte la cbatue des ponts suspendus- Supposons, pour fixer les idées, 

a = 0,1 et 6 = 1, d’où y = 0,l.i’-fl. 

On fera d’abord i = 0, i=i, i=2. 

cequidooae.. y = l, y = i.i« ÿ = 

d’où tes deux différences premières 

0,1 et «,3, 

et la différence spceode • - 0 , 2 . 

Celle-ci étant constante , on calculera immédiatement la série des différences 
premières, qui sont en progression arillimétique; et par de simples additions on 

obtiendra les coordonnées consécutives , comme l’indique le tableau suivant : 

■ • 

Abscisses: , 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0, 10...; 

Ordonnées: . ' ■ 1, 1,1, t,4, 1,0. 2, G, 3,5, 4,C, 6,9, 7,i, 0,1, Jl...; 

Dtfféreoees premières s S,l, 0,3, 0,5, 0,7, 0,0, l,l, 1,3, 1,5, l,î, 

Différences secondes : 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2, 0,2.-... 

# 

Pour les valeurs négatives de z, les ordonnées seront les mêmes; on aura donc 
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la coorbe.indiquce dans la il^ra 1 ^planches). On a prl» des coordonnées rec- 
tangulaires, comme la nature de la question l’indiquait. Ou ne se sert, au reste, 
de coordonnées obliques que dans des cas particuliers que nous aurons soin de 
taire connaître, 

RnABQUE. Pour construire la courbe dont nons venons de nous occuper , on 
peut encore se contenler de calculer les trois premières ordonnées, et détermi- 
ner consécutivement toutes les autres par un tracé extrêmement simple, fondé 
sur la considération des dilTérences. 

Soient AO, BP, CQ 17) les trois premières ordonnées équidislanles ; joi- 
gnons AB; prolongeons celte droite jusque sa rencontre avee CQ en C, et me- 
nons les droites AIH et BK parallèles à 
l’axe des x. Les deux différences pre- 
mières seront BI et CK ; la différence se- 
conde sera donc CK — BI ; mais, d’après 
la construction, BI=CK ; on a donc pour 
la différence Seconde CK — C'K, ou CC'. 
Et l’on voit que si celle différence se- 
conde eût été donnée , on aurait pu , des 
deux premières ordonnées AO et BP, 
déduire la troisième CQ; il eût sufR 
pour cela de prolonger AB jusqu’en C’, et 
de prendre C'C égal A la différence se- 
conde donnée. On obtiendra donc la qua- 
*^'8’ trième ordonnée de la même manière , 

c’esl-è-dire que l’un joindra BC , qu’on prolongera celte droite jusqu’en IV, et 
qu’on prendra D'D = C'C. Pour avoir la cinquième ordonnée, on tirera de 
même CD, qu’on prolongera jusqu’en E*, et l’on prendra E’E = 6c , et ainsi de 
suite. Les points consécutifs dont on a besoin pour tracer la courbe s’obtien- 
nent par ce moyen de la nmnière la plus rapide. 



19. Comme exemples de fonctions mathémaliques explicites, nous construi- 
rons encore les équations suivantes : 

I. • V=shi*.’ 

Pour construire celle équation, on \racera, d’un rayon arbitraire, une çirconfé- 
rence que i’on divisera en parties égales assez petites pour qu’elles puissent 
être considérées comme se confondant sensiblement avec leurs cordes , ce qui 
permettra d’obtenir avec une approximation suffisante le développement d’un 
arc composé d’autant de parties égales qu’on voudra. La courbe, nommée n'nu- 
toide, est représentée dans la Sgure 2 (planches). 

II. y = 10 , log X. 

Nous supposons qu’il s’agit de logarithmes népériens. Les abscisses seront les 
nomtires, les ordonnées les logarithmes. On aura la courbe indiquée par la 
figure 3 (planches). 



Celte formule exprime la loi suivant laquelle varie la pesanteur en différents 
lieux , en fonction de la durée < des oscillations du pendule simple dont la lon- 
gueur est L Pour fixer les idées, nous supposerons is l~, et nous aurons è con- 
struire 

' *. -9,8690 • 

= -Ai A . 
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Les abscisses seront les valeurs de (; les ordonnées seront celles de g. La conrbe 
a la forme Indiquée par la figure 4 (planches). 

IV. Q = {h-Z)y/Ïix. 

On rencontre cette équation dans la théorie du mouvement des eaux. Q est 
le^olume d’eau écoulée en une seconde par un déversoir d’un mètre de large -, 
h et X sont les distances du niveau de l’eau dans le bassin au-dessus de la crête 
du déversoir et au-dessus de la lame d’eau qui ie recouvre ; g est le nombre 
O'.St. Nous supposerons h=0'*,4; nous prendrons x pour abscisse et Q pour 
ordonnée. La courbe a la forme qu’indique la figure & (planches}. 

Les élèves pourrbnt s’exercer sur les exemples suivants : 
y=i +0,8x— 0,1 J*, 
y = cosx, y = tangi, y=.séci, 
ÿ= — ologcosx, 


y =mx 



On rencontre l’avïnt-dernière dans l’évaluation du frottement des engrenages, 
et la dernière dans la tbéorie dti mouvement des gaz. 

20, PoDctions mathénatiqaes implicites. Supposons en second 
lieu qu'il s’agisse d’une fonction implicite, c’est-à-dire que les deux 
variables soient liées par une équation que l’on ne puisse pas ré- 
soudre par rapport à l’une d’elles. 

Pour«obtenir les valeurs de y correspondantes à une valeur dé- 
terminée de X, on aura à trouver les racines d’une équation en y 
plus ou moins compliquée, ce qui ne pourra se faire en général que 
par tâtonnements. Le tracé de la courbe s’exécutera du reste comme 
dans le cas d’une fonction explicite ; il n’y aura de différence que 
dans la longueur des calculs. 

Mais il arrive assez fréquemment qu’on peut abréger l’opération 
par l’emploi d’une variable auxiliaire. 


Soit, parexsmple, l’équation 


*< (y’ -I- - 2 (y> 4- rf) (y* + ïl + 1 y ' = 0- 
Si l’on pose g—tx, t étant une variable auxiliaire , il viendra 
*>(P-i-l)» — 2x*(l’-t- I){«<4-1)-|- 4x‘l‘=0, 

équation qui est divisible par x‘. Effectuant cette division, on tombe sur une 
équation bicarrée en x, qui donne 



x'=± 

y'=± 


l»y/2 

VëTî 

vinn 


et 


et 


x' = 
ÿ'= 


v/2 


ty/2 


Pour obtenir autant de couples de valeurs de x et de y qu’un ie voudra, il suf- 
fira donc d'attribuer, dans ces formules, des valeurs 'a la variable L 
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Ainsi, pour t=0, on Iroove i'=0, V'=0, 

3^=±y/2, ÿ'=0; 


t=.l, 

*'=±1, y'=±l, 


o'=±l, 1^=^; ' * ' 

“ t = 2. 





el ainsi de suile. 

On reconnpU facilement- que celle méthode est applicable toutes les fois 
que l'équation ne contient que des termes de trois degrés différents, dont les 
indices sont en progression arithmétique, comme m-j-p. metm — p; car,,- 
en remplaçant y par ii, l'équation devient divisible par j”-'’, et il reste une 
équation de la forme Ai’e + Bje 4 - C = 0 , dans laquelle A, B, C sont des 
fonctions de (, et qui se résout h la manière des équations du second degré. 
Onen lire pour x des valeurs de la forme 


a = ç(i), et par'suite y = »?((), '■ ^ 

el il n’y a plus qu’à donner des valeurs à t pour obtenir des couples de valeurs 
eorrespondantes'de X el de y. 

Cette méthode réussit 1 |dus forte raison quand l’équation ne contient que 
des termes de deux degrés différents. Si l’on a, par exemple, * 

Ay’-f-Bry4- Cr' + Dy + Eæ = 0, _ 

en posant y = bt , on en tirera les expressions rationnelles " 

' B< + E + 

AP+Bt + C. AP+Bt + C' • tr' 

l.es élèves pourront appliquer celte méthode aux exemples suivants : ' 


y’ — 3xy + a’ = 0, y’aP — 2y’*" + y* — aP = 0, • ' ■ 

y’ + i“ — 6ÿ— 2x = 9. 

21. Fonctions empiriqnea. Enfin, U peut arriver que la loi qui . 
lie les deux variables considérées ne pui^e être expritnée mathé- 
matiquement , et que l’on ait seulement une table contenant une 
série de valeurs correspondantes de ces variables. Dans ce cas, on 
pourra tracer la courbe comme il a été dit au n° 17; et si les valeurs 
contenues dans la table sont assez rapprochées, cette courbe repré- 
sentera avec une exactitude suffisante la loi inconnue qùi lie entre 
elles les deux variables. Elle la gravera facilement dans la mémoire; 
elle permettra d’obtenir immédiatement des couples de valeurs cor- 
respondantes intermédiaires à celles de la table, et de résoudre ainsi, 
à un degré d’approximation presque toujours suffisant pour la pra- 
tique, le problème de l’interpolation. Si elle a uile analogie plus ou 
moins grande avec une courbe connue , sa forme pourra suggérer 
l’idée d’une relatimi mathématique qui la représente approximative- 
ment (c’est ce que l’on nomme une relation empin'gve). Enfin , si la 
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\ . 

courbe présente quelque anomûlie qui rompe sa continuité, cette 
circonstance seule indiquera le plus souvent ((u’il y a ([uelque inexac- 
titude dans les nombres de la table , et suffira pour mettre sur la 
voie des erreurs commises dans les expériences qui les ont fournis. 
' Ces avantages sont si frappants (et ce ne sont pas les seuls), que 
tous les expérimentateurs font aujourd’hui usage des courbes pour 
représenter les résultats de leurs recherches. 11 est donc important 
de se familiariser avec leur emploi. 

Itous allons en donner quelques exemples : 

La ligure ti (planches) donne la loi de la dépression du ipercure due à la capil- 
^rilé, en fonction du diamètre intérieur des luhës. Les abscisses sont propor- 
lionAclles aux nombres de millimcires contenus dans le diamètre du tube, et 
les ordonnées aux nombres de dixièmes de millimètre contenus dans la depres- 
'Sion correspondante. 

La*1igure 7 (pi.) représente la loi qui lie la tension de la vapeur d’eau à sa 
tenpérature. Les abscisses sont proporlionnellcs aux tcmpéralures exprimées 
en (iegréa, et les ordonnées aux tensions exprimées en atmosplières. 

La li^e 8 (pi.) montre comment varie la chaleur latente de la vapeur d.'eau 
avec uT?em|>éralure. Les abscisses sont les températures; les ordonnées sont les 
clialeurs latentes. 

r La figure 9 (pi.) peut remplacer une labié liygromélrique. Les abscisses sont 
proportionnelles aux nombres de degrés de l'Iiygromèlrc à cheveu ; les ordou- 
néas aux tensions correspondantes de la vapeur contenue dans l’air. 

La flgure 10 (pi.) exprime comment varie la réfraclioh astronomique en fonc- 
tion de la liauteur apparente des astres. Les abscisses sont proporlionuelles aux 
liauleurs apparentes exprimées en degrés; les ordonnées sont proportionnelles 
aux réfractions correspondantes exprimées en minutes. 

* La figure 1 1 (pi.) donne la lui de solubilité de dilTéreuls sels en fonction de la 
température. Les abscisses sont proportionnelles aux températures ; les ordon- 
nées représentent les quantités de chaque sel, en poids, dissoutes dans lOO 
parties d’eau. 

La figure IJ (pl.) représente le résultat d’une série d'expériences sur l’effet 
..utile d’une turbine Fontaine-Baron. Les abscisses sont proportionnelles aux nom- 
'^res de tours de la roue dans une minute, et les ordonnées représentent les va- 
leurs correspondantes du coefficient d'effet Hlile, c’est-à-dire du rapport entre 
l’effet utile réel et le travail absolu du moteur. 

La ligure i3 (pi.) représente la loi de la mortalité en France. Les ordonnées 
sont propoHionnelles aux nombres des survivants sur 100 naissance;;, et les ab- 
scisses représentent l’ége des survivants. Par exemple, pour x=0 on a y= lOO, 
et pour x= 20 on a y = 5i ; cela signifie qu’en'géncral, sur 100 individus nés le 
m^e jour, 51 seulement atteignent l’âge de 20 ans. 

Après avoir montre la.connexité qui existe entre les équa- 
tions à deux variables et les courbes, nous aurions à aborder le 
sujet principal de la Géométrie analytique à deux dimensions, qui 
est l’application du calcul à l’étude des lignes planes. Allais il est 
indispensable de traiter auparavant quelques questions secondaires 
qui Éicilitcront cette étude. Ce sera l’objet du chapitre suivant. 
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CHAPITRE 11. 

;UOMOGC\ËlTË. — i:01«8TRUCTI0\ DES FORMULES. 
— TRANSFORMATION DES COORDONNÉES, 


§ I. DE L’ÛOUOGé.NÉlTB DES FONCTIOXS ET DES ÉQUATIONS. 


25. Expressions homogènes. On a VU en algèbre qu’un mondme 
est dit du degré m, quand la somme des exposants des lettres qui y 
entrent, est égale à »i; et qu’un polynôme est dit homogène et du 
degré m, quand tous ses termes sont du degré m. Si, dans un pa- 
reil polynôme, on multiplie chaque lettre par un même fecteùr «, 
le polynôme sera multiplié par 

Plus généralement, on dit qu’une fonction est homogène cl du 
degré m, lorsque, chacune des lettres qui y entrent étant multipliée 
par un même facteur u, la fonction est multipliée par u*. Telles 
sont les fonctions 


•4(0*— 6’/— . 

fA ^ * 

^\/a* + 5ab — 2b' 


a — 



<-*>1 ■ . 
o*-K(c— d/’ . 


la première est du 2’ degré, la seconde du degré 0, la troisième du 
degré — 1. 

24. 11 arrive souvent que, dans une fonction, certaines lettres 
représentent des coefficients numériques dont on ne détermine pas 
la valeur; ces lettres ne doivent pas être comptées parmi celles d’où 
dépend le degré d’homogénéité de la fonction. Par exemple, si dans 

a* + (y + 

^ab — 

la lettre m désigne un coefficient numérique,- la fonction est homo- 
gène. Elle hé le serait pas dans le cas contraire. 

On traite également comme des coefficients numériques les 
quantités telles que 

sin a, cos a, tang a, log P, e*, 

dans lesquelles p est un nombre abstrait , et a un angle exprimé en 
degrés, ou un nombre abstrait (auquel cas a est le rapport d’un arc 
à son rayon). 

On traiterait encore ces mèmès expressions comme des coeffi- 
cients numériques si a. et p étaient rémplacés par des fonctions 
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''d’autres leltras, pourvu que ce^ fonctions fussent Aomo^énes e/ cfu 
• degré 0, comme si l’on avait 


. a 
sin^, 


cos 




a+ v/6c 


— ~ « -r- 

v^ô*+F‘ ’« ■ 


P afr+tfl ^ 

r-.’ ® r 


a — y/ftc- 

car des fonctions du degré 0. représentent des nombres; et si l’on 
multiplie a, 5 et c par u, le facteur t( disparaît. Dans tout autre cas, 

'* la présence 4 ’une expressiqp dû genré des précédentes dans une 
fonction suffirait pour l’empôcher d’être homogène. 

8S..Êqu»tiona homo|^èiiet. Cue^équation de la forme 

est homogène quand la fonction 9 est homogène. Une pareille équa- 
tion ‘jouit de celte propriété remarquable, qu’elle ne cesse pas d’a- 
* vpir lieu quand on multiplie toutes les lettres qui y entrent par un 
même facteur Le premieç membre prend en 'effet, par suite de 
l’homogénéité, la forme 

M".<p(a, é,a;,y,...), 

. si m est le degré d’homogénéité. Et, puisqu’on a ? («, 6, x, y, . . .) =0, 
on aura aussi T • - • • 

• ' • -«".ç (rt,6,ar,y,...)=0. 

Ou, ce qui revient au même’, 

çfaw, 6«, a:», ^«,...)=0. 

’ Il résulte de là que a une équation entre des quantités concrètes 
de même espèce est homogène jpar ' rapport à ces quantités, c'est- 
à-dire, en regardant Its lettres qui représentent les autres quantités- 
comme des coefficients numériques, elle est indépendante de Vu- 
nité commune à laquelle les quantités concrètes sont rapportées. 
Car, si l’on change d’unité,' cela' reviendra à multiplier les quan- 
tités concrètes par un môme facteur entier ou fractionnaire; or, 
l’équation étant supposée homogène par rapport à ces quantités, 
‘elle aura lieu indépendamment du facteur introduit. 

26 , Réciproquement : Si une équadim algébrique entière (pour 
borner la proposütion 'au seul cas utile) entre des quantités con- 
crètes de même espèce, a lieu indépendarnment de l'unité à la- 
quelle ces quantités sont mpportées, cette équation est homogène, ou 
'elle résulte de T addition de plusieurs éqtsations, homogènes de degrés 
différents, ■ • * , 

En e^Tet, soit M -j- N -j- P -|- ... Ô 

l’équation considérée, dans laquelle M, N, P, etc.. Sont des poly- 
nômes homogènes, par rapport à ces quantités concrètes, dont le 
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degré est respectivement m, », p, etc. • Si 4'on ctaiige d’uttUé^ ce 
qui revient à multiplier par up même faetwr « toutes' les iettres*^ 
qui représententjes quantités concrètes, il viçudrp i ** , ’* 

Mm" -[-N' îtf -j- = Ô. ' ■' ‘ 0 . 

Or, pour qu’une pareille équation' ait Ueu indépend^ment dé «,11 
faut qu’on ait séparément. . .y * 


M = 0, N=iO, P^O, etc'., 


• ^ • 


et l’équation proposée résulte de l’addition de ces dernière*. > - - 

C’est ainsi que toutes les rciâtions oBtemics entre lesirgàcÿ . 
figure plane, étant indépendantes dè l'unité de longueur, doivent ** 
être homogènes; à moins qu’on n’ait par Jpadærtance a<^itiiC>()pé 
des relations séparément homogènes, mais de «legr^îs différent*. * . * ■* 

S7. tKqnaHona^ 4 ni renferment des eoiierëtee d’dia , 

pt!ce« diirérentea. Lorsqu’une équation renferme dés*|uantités con- 
crètes d’espèces différentes, il peut se présenter-deuxcas. > ^ . 

Les unités au.xquelles ces diverses espèces de cpianllté? sont rap- 
portées, peuvent être indépendantes Iga. unes des airtjr**.^ns c^: 
cas, si, comme cela a lieu d’ordinaire, la nature piêrae dé ta'ljâes- ^ 
tion indique que la relation ne dépfcnd pastbt-choix.des'Utïkés, elle ^ 
devra être homogène par rapport à chacune deâ espèce» 1dê .quan- 
tités concrètes en particulier. Nous excitions le cas où ejle résft!'-^ 
terait de l’addition de plusieurs équations homogènes dô dégiç^ 
différents, parce que ce oes ne pourrait seiprésenter qne paf suite - 

d’une fausse marche dans les calculs. - . 

II peut se faire, au contraire, qiie l’une detfcait^ d^eifde d*tin«- ^ 
ou de plusieurs autres ; il faudra alors avoir egard S dette dé):mj[idknce * 
dans l’application du principe d’homogênéitévv. v* f ’ 

Supposons d’abord, que l’équatioiï , contienne Certaiirt» ‘lettres 
S, S', etc., représentant des aires, avec d’autres-lettres h, • * 

représentant des lignes. Il fàudft se.rappeler'qùe ‘ 

géométrie sur lesquels on s’est Slppilvé-pour établir la'ifél»i6i»t 
posée, supposent implicitemenl;'tan^ertaine s^latiair enlm)'i 
de longueur et l’unité de surfaee,.dc laquelle ifrlBÛiilB 
pression numérique des lignent de 'la, figure /(St .raultij;àiéé 
celle des aires de cette fnême figure sera gnuhi^iée par vf. Il s’en- 
suit que, dans l’appriçation du priaéIpe^d’hOm<xénéité, on devra 
regarderies lettres S, S', etc., cpqime étant du second degr^ tan$s 
que a, b, e,'elc. , sont premier. Ainsi la formule • •• 

est homogène si S et i^'ïont^dès aires, A, h\ a et ft des lignés. ' 





HAHOGÉNilTÈ. ' 


îr 


Supposons ensuite 'qu’il y ait à la fois dans l'équation des vo- 
lâmes V, V',‘ etc., avec des aises S, S', etc., et avec des li^es 
jt, b, e, etc. On se rappellera également que les théorèmes sur les 
volumes, supposent entre les unités une relatioa telle, que si l’ex- 
pression numérique des lignes d’une- figure est multipliée par u, 
'celle des volumes le sera par en sorte qu’on devra regarder 
T, V', etc., comme étant du troisième degré. Ainsi la formule 

^ V-V'=;i(4-A'jXB + ô-hv/B6) 

* 

est booiogène, d Y et sont des volumes, B et b des aires, et h' 
des-ligncs.^ \ ^ , 

58. 11 peut se faire encore qu’une même quantité dépende de 
plusieurs unités indépeedantês entre elles. Dans ce cas, cette quan- 
tité scr^d'un certain degré par rapport à l'une de ces unités, et 
*d'un. certain degj;é par rapport à une autre unité ; et il faudra avoir 
égard à cettq circonstaage dans l'application du principe d’homo- 
gënéhé. . _ ■ 

• Considérons, par exemple, l’équation du mouvement uniformé- 
ment varié ’ , ' 

. ' . ■ ' 2e 

' • r- d’où 0 = -;î. 

' On^'oH, par crtte relation, qne. g est proportionnel à e, qui est 
tlU premter degré par rapport,Â Ijunité de longueur, et en même 

*■ 1 ' 
temps proportionnelli , qui est du degré — 2 par rapport au tenàps. 

Si donc la quantité f entre dans ime formule, et qu’on y multiplie 
toutes les longueurs pBrJ^n facteur X, et toutes les durées analogues 
à t par un factenr â, les quantités analogues à g (tevront être multi- 
pliées par X et par En ayant égard A cette remarque, on recon- 

naît fucilemeitt, par exemple,- que l'équation du pendule . - 




f 


est homogèBé.Car, en muMpljant t par l par X,et g parr-,, il vient 

formule d’où é et X ^sparaiséent. 

S9. Enfin, dans tout ce qui précède, nouspvoQ$ supposé, sans le 
dire, qu’aucune des quantités quiiigurent dans reiftroblème n’avait 
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été prise pour l’unité de son espèce. S’il en était, autrement, il pour- 
rait arriver que des formules, homogènes au fond, perdissent l’appa- 
rence de l’homogénéité. Mais il serait alors facile de la leur rendre. 
Si, par exemple, un problème de géométrie copdoit à la relation' 

<p(a, è, a;, y,.,.) = 0 * ^ ^ [1]* 


quand Tuoité de longueur reste arbitraire, il conduira, lorsqu’on 
prendra pour unité la ligne a , à l’équation * 


ou à 


.(1, 5, î, • 

’ a O a’ 
ç(l, 6', ar', /,...) = 0 



^ OC ti 

en appelant b', x’, y',... les rapports -, -, c’eSt^à-dire des 

nombres abstraits. L’équation [3] sera homogène au fond , puis- 
qu’elle aura lieu entre des nombres abstraits ; mais elle u’ofli-ira pas 
l’apparence de l’homogénéité. Pour la lui rendre , il sulbra de rem- 

placer b, x, y ,... par et décrire enspite b au 

lieu de b'a, x au lieu de x'a, y au lieu de y'a,... et ainsi de suite; 
on retombera ainsi sur l’équation [2], qui n’est qu’une autre formé 
de l’équation [t] , car, en la multipliant par o~, si tn est le degré 
d’homogénéité, on retrouve l’équation [1]. . ... 


50. La considération de l’homogénéité est de la plus grande 
importance en Géométrie analytique ; elle sert de moyen constant 
de vérification , soit pendant la mise en équation des problèmes’, 
soit pendant le 'cours des opérations, soit enfin lorsqu’on est par- 
venu au résultat. Elle sert de moyen mnénaonique pour retenir les 
formules. Enfin elle rend les expressions plus symétriques , et sug- 
gère quelquefois des méthodes de calcul plus-promptes et plus élé- 
gantes. 11 est donc essentiel que les élèves acquièrent de bonne 
heure ce qu’oiT pourrait appeler le sentiment de l’homogénéité; ils 
y parviendront en s’exerçant à vérifier l’homogénéité de toutes les 
tormules qu’ils rencontreront. Ils pourront foire cet exercice sur 
toutes les équations que nous avons employées jusqu’ici. -> 


% 3. CONSTRCOTION DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQCU. 

SI. Lorsque les relations qui existent entre les inconnues et les 
données d’une figure ont été exprimées analytiquement, et que l'on 
a obtenu par le calcul l’expression algébrique de x:h8que inconnue, 
il reste encore à'traduire en géométrie les résultats de l’analyse. 
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c’est-à-dire à remplacer les opérations indiquées par des construc 7 
lions géométriques. C’est ce que l’oa appelle construire les fôrmules 
obtenues. .. . 

CoBitraetloB il’expreMl«Ba ratioBBcUea. NOuS supposerons 
d’abord que l’inconnue considérée soit une ligne. Son expression 
devra être homogène et du premier degré. ’ 

Si elle est entière et delaforme a: = a-|-ft — c-\-d — e, il suffira, 
pour la construire, de porter sur une droite indéfinie XX' (Gg. 18) 
F et dans un môme sens à par- 

i J — — S — tir d’un point déterminé O, 

® * une série de longueurs OA , 

•'■K- '• , AB, BE respectivement éga 

les aux lignes a, b, d qui sont précédées du signe ; et de porter 
ensuite en sens contraire , à partir du dernier point obtenu D, une* 
série de longueurs DC , CE ou CE' respectivement égales aux lignes c 
et e qui sont précédées du signe — . Le résultat, c’est-à-dire la 
valeur de x , sera OE ou OE'-, et devra être considéré comme positif 
ou comme négatif, suivant que le point E sera situé , par rapport 
au point O, du côté que l’on a adopté pour le sens positif ou du 
côté opposé. 

52. Si la valeur de x est fractionnaire et de la forme a: = —, on 

• m 

la construira en cherchant une 4* proportionnelle aux lignes tn, a 
et b, de telle sorte qu’on ait m : a è : a;, ce que l’on sait faire. 

Si elle est de la forme a; = ou a; = on construira 

mnp m n P 

successivement une 4' proportionnelle y aux trois lignes m, o et ô ; 
une 4* proportionnelle z aux trois lignes n, c et y ; enfin une 4’ pro- 
portionnelle X aux trois lignes p, d et z. On aura, en èifet, succes - 
sivement : my = ab, nz — cy, px =. dz, d'où, en multipliant mem- 
bre à membre : mnpx = abcd, et, par suite, x = 

. On peut lier les construc- 

tions de manière à les abréger. 
Par un point O (Gg. 19) menons 
.deux droites sous un angle 
quelconque; et portons alter- 
nativement sur chacune d’elles, 
Fig. 19. à partir du point 0, les distances 

OA, OB, OC, OD, OM, ON, OP 
respectivement égales à. a, é, c, d, m, n, p\ 
joignons BU, CN, DP; puis menons à ces droites les parallèles 
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respectives Aï, «ÏZ, ZX,: la distance OX sera la longueur deman?. 
dée. La symétrie de cette construclion la rend facile à retenir. 

. 53. Si la valeur de x est une fraction à termes polynômes, on 
pourra toujours rendre ces deux, termes entiers. Soifr^dopc,- pour 
fixer les idées 

o’ô — 3a*ôcH~4c*d* . ^ • . ■■ 

^ 2ab'-\-bbc* — <f ' ’ • 

Après avoir choisi une ligne arbitraire u, divisons chaqun dès 
deux termes par une puissance de u inférieure d’Une unité eu de- 
gré de ce ternie, puis multiplions le numérateur par u pour rétablir 
l’homogénéité ; l’expression prendra la forme ^ 

. ■ /aPb Sa’bc , 4c*d 

• . /'ilF ï?- + 

. x = 




iab* , 5ftr’. d* 


, Chacun des termes entre parenthèses au numérateur, et chacun 
des termes du dénominateur pourra se construire .d’après la réglé 
du numéro précédent; soient A, B, C, D, E, F les valeurs de ces 
termes, on aura 

w (A B -{- C) . 


X: 


.D + E — F. 

Les expressions A^B-fC et D-f-E — F se construiront d’a- 
près la règle du n* 51 ; et si M et N sont leurs valeurs respectives. 
On aura 


x = 


N ' 


■4* proportionnelle è N, M et v. 

La ligne « étant arbitraire, on peut souvent la choisir de manière 
-à'diminucr le nombre des opérations. Soit, par exemple, 

~ _ u* — 6 -f 5 o’ô* — 3 aô’ -I- 2 6‘ 

: 2a>-l-4a‘ô — 3o6‘— 6» ’ 

' En prenant u = a, on mettra l’expression sons la forme 

( 3Ô» , „è‘\ 


x = 


2a-f 4Ô-3- — -, 

' n /ï» 


a ar 

et l'on n’aura à appliquer la règle do n° 32 qu’aux trois expressions 
è* è» - 

_ 0-’ ^ ' 
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- . ’ ». ^ - 

qùii’obtioancatpar'ùne même construetioh. Sur les deux côtés d'un 

-- angle 0 (Bg. 20), et à partir du som- 

'met,‘on prendra 0A = 0A.' = «, 

"OB=:.OB'::^.6* puis,oD mènera BM 

parallèle à AB'; MN parallèle à A'B, 

''' enfin NP parallèle à AB'. On aura 

jT, Jinsi . 

V OM = -, ON = *’, OP=-‘; 

Si les deux polynômes sont déoomposa"blas eft fticteûrs, cette cir- 
constance abrège lés opérations. Soit, .par exemple, ' ■ 



X 


_ 2 6V-f- — rt*~ y — c* 

alfi— iabc-lf-ac* ' 


on pourra écrire . ' 

Les quantités. 'entre parentlièses sc cdtastruisant arec la plus 
grande facilité, l’expression proposée se ramènera immédiatement 


à la forme 


X: 


• A.B.C.D' 


o.m’ 


et se traitera par la règle du n* 52. ^ 

54. Conalrnction d*ex]ireHlona irnUionnellea. Supposons 
maintenant que la valeur de x soit irrationnelle. 

Si elle se réduit à un radical du second degré, la qnantité placée 
sous le radical devra être homogène et du second degré. 

Soit d’abord x = \/ab. Cette valeur se construira en cherchant 
une moyenne proportionnelle entre les lignes a et é. 

Soit X = v/a* + è*. L’inconnue x sera l’hypoténuse d’un trian- 
gle dont les deux côtés sont a et ô. 

Soit « = v^a’ — b'. L’inconnue a: sera l’un des côtés de l’aagle 
droit d’un triangle rectangle dans lequel a est l’hypoténuse et b 
l’autre côté de l’angle droit; ou bien x sera une moyenne propor- 
tionnelle entre o-|-6eta — b. • ' ' 


55. Si le radical porte «ur une fraction algébrique, le degré de 
son numérateur devra surpasser de 2 unités celui de son dénomi- 
nateur. Soit donc, pour fixer les idées. 



,2o*-|-36c* •' 


î* 
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Après avoir choisi une longueur arbitraire u , divisons clinqne ^ • 
terme par une puissance de u inférieure d’une unité au degré de. 
ce terme et multiplions le numérateur par «’ pour rétablir l’homo- 
généité; il viendra 


x = 

■ • 

La quantité entre parenttièses peut être réduite à une ligne tn, 
et le dénominateur à une ligne n ; il reste donc ^ > 



et, si V désigne une 4‘ proportionnelle à n, m et u, 



X = 

qui est une moyenne proportionnelle entre u et v. 

On peut, par cette méthode, construire tous les radicaux du se 
cond degré. Mais u restant arbitraire, le choix qu’on fera permet- 
tra souvent d’abréger les opérations. Ainsi, dans l’exemple ci-des- 
sus, on peut prendre = a, et il vient 



valeur plus simple que la précédente. 

- 11 peut arriver aussi que les polynémes soient décomposables en 

facteurs, circonstance dont il faut avoir soin de profiter. Si l’on 
avait, par exemple. 


/a‘ — 2a’è-|-2a’ô’ — 2aô’-p6* 

V o*-j-2a6 ’ 


on pourrait écrire 

' A 

V a(a-\-ib) y o-j-2é 

Soient alors ^ = m, a — 6=A,a-|-»j=B,o-|-2è=C, il viendra 




= D, x= v^i moyenne proj^rtionnelle entre 


A et O. 


Digilized by Google 


CONSTHUCTION DES FORMULES. 


33 

5G. Si X est donné par un radical du quatrième degré, la quan- 
tité sous le radical devra être homogène et du quatrième degré. 
Soit, pour fixer les idées : ' 




-f 3 rt’ 6 ’— 26 ® 


2 a‘ + 56 * 


Après avoir choisi une longueur arbitraire m, on divisera chaque 
terme de la fraction par une puissancenle « inférieure d’une unité 
au degré .de ce terme, et l’on multipliera le numérateur par u* pour 
rétablir l’homogénéité. Il viendra : ' ' 


x=. 


V 


La quantité entre parenthèses se réduira à uné ligne m et le déno- 
minateur à une ligne n ; on aura donc ; , 

*=\/“\A¥- *'■ 

Soit une “i* proportionnelle à n, /» et « , il viendra ; 




Soit enfin çja moyenne proportionnelle entre m etp, on pourra 
écrire x=^ uq, ce qui est une moyenne proportionnelle entre u et q. 

Cette méthode permettra de construire tous les radicaux du 
4* degré. Mais « restant arbitraire on aura soin d’en disposer de 
manière à simplifier les opérations ; c’est ce qu’on ferait dans l’exem- 
ple ci-dessus si l’on prenait u=a. 

Si la quantité sous le radical était décomposable en deux facteurs 
du second degré, le radical proposé serait uhe moyenne proportion • 
nelle entre deux radicaux que l’on sait construire. Soit, par exem- 
ple ; a; = y'a* — 6* ; on po urra éc rire x= s/ y'a’ -f- 6* \/a* — 6*; et 
si l’on pose = 6’, «= a’— 6% valeurs que nous avons 

appris à construire au n° 34, il ne restera qu’à chercher la moyenne 
proportionnelle entre m et ». 

57 . Nimpliflcation des procédé* ipènéranx. Les procédés que 
nous venons d’indiquer suffisent pour construire toutes les expres- 
sions qui se rencontrent dans l’application de l’algèbre à des ques- 
tions de géométrie. L’habitude du calcul suggère souvent des moyens 

3 


,ï* ■■ • ' . 

>■ -• v: 


' 4 

5 

î 

-J 

'J 
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plus expéditifs , mais qui ue peuvent être formulés en règles gé- 
nérales. 

Soit, par exemple , - . • 

_ , ‘/ao*— 4a‘64-4a*è‘ — 4«>6“ + 2a6‘ 

. .« + * •. 
cette expression peut être mise sous la forme : 


{a— h) y/l 


(a’+è^ 


2a 


a-[-b‘ 


Or, O* + b* peut être changé en un carré c*, 


I et i/c* — 

’ V a + b 


est 


le côté d’un carré dont la surface est à celle de r* comme la ligne 2a 
est à la ligne a + 6. Appelons d ce côté ; il viendra x=^{a — b)d, 
,ce qui est une moyenne proportionnelle entre a — b et d. 

38. c'oMtrnetion d’anariei. Nous avons supposé jusqu’ici que 
l’inconnue était une ligne; il pourrait arriver que ce fût un angle. 
Cet angle sera donné en général par une de ses lignes trigonomé- 
triques; dans ce cas l’expression obtenue devra être homogène et 
du degré zéro; elle pourra donc , après des transformations convena- 
bles, et par des procédés analogues à ceux que nous avons employés 

plus haut, être mise sous la forme a et ô étant des lignes. Cela 

posé : 

(l 

Soit sina; = ^ : si on construit un triangle rectangle ABC 

■ .... (fig. 21) qui ait pour hypothénuse b et pour 

l’un des deux autres côtés a , l’angle de- 
. mandé sera l’angle opposé au côté a. 

Soit cos a; = T : la môme construction 
b 

étant faite, l’angle x sera l’angle adjacent 
au côté a. 



Fig. SI. 


Soit tang * = ^ t l’inconnue est l’angle opposée à a dans un trian- 
gle rectangle qui aurait pour côtés de l’angle droit a et b. 

Les deux premières constructions supposent a<ô; la troisième 
sera toujours possible. 

30. Soit, à construire 

aô-|-c<f . ’ \ 


tangar: 


ac — bd' 
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on en tire , en divisant les deux termes par ac, 


35 ' 


tangx: 


5 

c a 


Posons tang y = - et tang 2 = -f ces angles se copslruisent fa^ 

• CO 

cilement d'après la règle donnée ci -dessus, et il vient : 
tang y + tang g 


tang j; = 


1 — tangy.tangg 


= tang(y-f-g), 


c’est-à-dire que x est la somme des angles y et z. 
Soit à construire 


sinæ = 


v/g*-[-aft — \/a* — air ^ 


on peut écrire : sin a; = y/ 1 ^ 

cette formule ne pouvant être réelle qu’autant que b est moindre 
que a, on peut poser sin y = ^ , on a alors - 

8inx = yT+sïnÿ — y^l — siuy = srn^y, 

c’est-à-dire que l’angle x est la moitié de l’angle y. 

(Nous avons admis implicitement dans ces deux exemples qu’il 
s’agissait du plus petit des angles dont on donne la tangente ou le. 
sinus.) 



' 40. C’est ici le lieu de remarquer que la considération des angles 
aide souvent à construire les formules qui représentent des lignes 
Par exemple, l’expression 

y/a* — a*é — aé’-l-è* 

^ ïqrï ’ . / 

peut être mise sous la forme 

Le produit ab étant toujours moindre que (a-f-6)*, si on cherche 
une moyenne proportionnelle 'm entre a et b, elle sera moindre 
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m 


que o.-|-6; on pourra donc poser siny : 


u-j— A 


et construire l’an- 


glé y par la règle du n° 58. La valeur de x deviendra alors 


x = (a — 6)v^l — sin’y = (o — 6)cosy. 

L'angle y étant déj.à tracé, on prendra sur l’un de ses cdtés, à 
partir du soounet, une longueur égale à a — 6 ; et la projection de 
cette longueur sur l’autre côté, sera la valeur de <c. ' 

Ces constructions peuvent être liées comme l’indiqUe la figure 22. 
On prendra, sur une même droite, AB = o et BC = é ; sur AC 
comme diamètre on décrira une demi-eir- 
conférence ; on élévera en B la perpendicu- 
laire BD ; du point C comme centre , avec 
BD pour rayon, on tracera un arc de cercle 
^ ^ qui coupera. la demi-circonférence en un 

point E ; on Joindra AE ; on prendra 
Fig. 2 î. BC'== BC; et du point C' on abaissera sur 

'AË la perpendiculaire C'P. La longueur AP sera la valeur de x. 

41 . Conatrnctlon de sarfacea et de Tolamea. L’inconnue d’un 



problènie peut être une surface ou un volume. 

Dans le premier cas, l’expression obtenue doit être homogène 
et du second degré. On pourra toujours représenter cette surface 
par un rectangle dont on se donnera arbitrairement la base a; et 
l’on n’aura plus à construiré que la hauteur x de ce rectangle. 
Si S représente alors, pour abréger, l’expression obtenue pour la 
surface en question, on aura 

S 

6ar = S; d’où x=-. 


Le numérateur S étant homogène et du second degré, la valeur 
de X sera homogène et du premier degré ; et l’on saura la construire 
par les méthodes exposées ci-dessus. On pourra profiter de l’indé- 
termination de a pour simplifier les opérations. 

Dans le cas où l’inconnue est un volume, l’expression obtenue 
doit être homogène et du troisième degré. On peut toujours re- 
^ ' présenter ce volume par un parallélépipède rectangle dont on se 
donne deux dimensions a et 6; et l’on n’a plus à construire que 
la troisième dimension que nous appellerons a:. Si V représente 
V alors, pour abréger, l’expression obtenue pour le volume en ques- 
, '^tlon , on aura 

’ • . V ■ ' 

abx — \; d’on x;=-j. 

... ' PO 
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Le numérateur V étant homogène et du troisième degré, la valeur 
de X sera homogène et du premier degré ; et l’on saura la con- 
struire. On profitera de l’indétermination de a et de é pour.smi' 
plifierles opérations. ‘ . 


42. Les élèves pourront s’exercer à construire : 1° les racines des équaliooi 
ai’ + b’x +c’=0, «i’ + b’*’ + c^ = 0; ' ' • 

2* les lignes représentées par ' , ■ ■ • 




/a“ + b* 
o‘ + 6’’ 


/îa’ + 3b> 
5 ’ 


../b-c V-b + v'b^T^\ . 
‘\/FT-e’ .“I e-- ■ )': 


les angles donnés par les relations : 

. a — \!d‘ — ¥ 

8111 1 = - 

a + yjvf — b’ 


, tangi = y^| 


' ab — cd 
ob + cd ’ 


<Ja — 'Jb 


sini = . 6ini = l , !- • , tangi = 

V O -p b \a + b 

4* la surface qui a pour valeur 

Va* — la’b + Ca’b’ — 4ab’ ! 

S' le volume donné par l’expression ^ 

. . 3a’b + Vo'b’ — 2a’6c’ + 2c‘- 


§ 3. DE LA THANSFORMATION DES COORDO.N.NÉES RECTILIGNES. 

' 

43. On a vu, au n° 8, que l’équation du cercle prend une forme 
plus ou moins simple suivant le système de coordonnées auquel on 
le rapporte. Si l’on prend des axes obliques quelconques, l’équation 
est, comme on l’a vu, • _ . 

(a; — a)» + (y — §)* -f 2(a; — a) (y p) cos e = r* ; 

si l’on prend des axes rectangulaires passant par le.centre, elle se 
réduit à 

a;»-|-y« = r>. 

L’équation de la droite elle-même, qui est en général de la 
forme 

' , y = HX-\- b 

se réduit à y = ax, quand l’origine est un point de la droite; et 
même à y=0, si l’on prend pour axe des x la droite elle- 
même (8). ... . . 
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Ces deux exemples suffisent pour faire comprendre l'avanta^ 
qu’il y a, dans certains cas, à déduire de l’équation d’uné 
courbe par rapport à de certains axes, l’équation de la même courbe 
par rapport à d’autres axes; c’est en cela que consiste le problème 
de la transformation des coordonnées. 11 est facile de voir qu’il se 
réduit analytiquement à exprimer les coordonnées anciennes en 
fonction des nouvelles; car si l’on remplace alors, dans l’équation 
d’une courbe, les anciennes coordonnées par leur valeur, on aura 
une relation constante entre les coordonnées nouvelles, qui repré- 
sentera la courbe rapportée aux nouveaux axes. 

' Mais avant d’aborder ce problème, nous allons exposer quelques 
notions relatives aux projections. 

44. Wotiona sur lea projectioBa. On sait que la projection ortho- 
gonale d’une droite limitée ÂB (fig. 23 ) sur une droite indéfi- 
nie ÜX, est la distance PQ 
des-projections de ses extré- 
mités sur cet axe. Mais il est 
utile, pour l’objet qui nous 
occupe , d’avoir égard au 
sens dans lequel la droite AB 
peut être parcourue par un 
mobile partant de l’une de ses extrémités. 

Quand on regarde comme positives les longueurs portées de 
O vers X sur l’axe considéré, et comme négatives celles qui sont 
portées de 0 vers X'-, on convient de regarder la projection de AB 
comme positive quand AB est supposé parcouru de A vers B par 
un mobile , ou quand la projection de ce mobile marche de P vers Q, 
c’est-à-dire dans le sens OX ; on regarde au contraire la projec- 
tion de AB comme négative quand AB est supposé parcouru de B 
vers À ,, ou quand la projection du mobile marche de Q vers P, 
c’est-à-dire dans le sens de OX'. 

Conformément à cette convention, on obtiendra ^ dans tous les 
cas, la valeur algébrigue de la projection de AB en retranchant 
' [abscisse du point de départ de l’abscisse du point d’arrivée. Soit 
X l’abscisse du point A , et x' celle du point B ; si le mobile marche 
-de A vers B, la projection de AB, regardée alors comme posi- 
tive , sera 

PQ = OQ — OP=j/-x; 

c’est-à-dire l’abscisse du point d’arrivée diminuée de l’abscisse du 
point de départ; si le mobile marche de B vers A, la projection 
de AB devra être prise en signe contraire, et égale par conséquent 
à — {x' — x) ou à a; — x' , c’est-à-dire encore l’abscisse dü point 
d’arrivée diminuée de l’abscisse du point de départ. 
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il est facile de s’a^urer quil en serait encore de même quelle que 

fût la position de ÂB par rapport 
à l’axe XX'. 

Si les points P et Q tombent 
l’un à droite et l’autre à gauche 
de l’origine comme dans la Bg. 24-, 
on a a:^= — OP et a:' = 4-OQ. 

Fi(j. 24. Par conséquent, si le. mobile 

marche de Â vers B , la projection de ÀB est 

a/ — a; = OQ + OP = PQ, quantité positive; 

et , si le mobile marche de B vers A , la projection de ÂB est 

PQ , quantité négative. 

Si les points P et Q tom- 
bent tous deux à gauche de 
l’origine, commedanslaBg. 95, 
on aura a;=.M3P, — OQ. 

Par conséquent, si le mobile , 
marche de Â vers B, la pro- 
jection de AB est 

x' — x= — OQ-|-OP=-t-PQ, quaqtité positive; 

et, si le mobile marche de B vers A, la projection de AB est 

X — xf= — OP-|-OQ= — PQ , quantité négative. 

45. Cela posé , il est facile de démontrer le théorème suivant : 




Théorème. La somme algébrique des projections des côtés d un 
polygone fermé ABCDEFA (fig. 26) , sur un même axe OX, est égale 



à zéro { pourvu que l’on adopte 
pour le signe de chaque pro- 
jection celui qui résulterait des 
conventions précédentes , en 
imaginant un mobile, qui par- 
tirait du sommet dû polygone , 
et parcourrait le contour dans 
un sens déterminé , par exem- 
ple dans le sens ABCDEFA). 


Soient en effet ; Xt, x,, les abscisses des sommets 

consécutifs A, B, C, D, F; pour évaluer la projection de 

chaque cété, il faut, d’après la règle donnée plus haut, retran- 
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cher l’abscisse du. point de départ de l’abscisse du point d’arrivée ; 
on a ainsi les expressions successives 


ar, — 3-,; x, — Xt \ a:»— a:, . . . . ; a:„ — ar,_,; a-, — a:, 

dont la somme est nulle , car tous les termes s’entre-;détruisent 
d’eux-mémes dans l’addition. 


46 . Au Heu d’évaluer la projection d’une droite sur unraxe 
au moyen des abscisses de ses extrémités, on peut aussi l’évaluer 
en fonction de sa longueur et de l’angle que sa direction fait avec 
l’axe. 

Considérons d’abord une longueur OM ou 0.M' (fig. 27) portée 

sur une droite LL' passant par 
l’origine 0; et désignons d’une 
■manière générale par X l’abs- 
cisse du point M ou M' comp- . 
tée sur LL', comme sur un axe 
auxiliaire. 

La projection de OM aura . 
pour valeur algébrique -f 01* 
ou -|- 0.M . cos LOX ; ce qu’on 
peut écrire : 

X cos(LX). 



Hs. «. 


La projection de OM' aura' pour valeur algébriqne — OP' ou 
— OM'. cosL'OX'; or — OM' est valeur algébrique de l’abscisse 
X du point M' sur l’axe'LL'; d’ailleurs l’angle L'OX’ égale LOX; 
on pourra donc écrire encore : 


X cos (LX). 

• » * . 

Lorsqu’on a égard au sens dans lequel la longueur considérée 
est supposée parcourue par un mobile, on convient de pren- 
dre la projection avec son signe quand la longueur est parcou- 
rue dans le sens qui lui est propre, c’est-à-dire en partant du 
point 0, et de prendre, au contraire, cette projection avec un signe 
éontraire quand la longueur est parcourue dans un sens contraire 
à celui qui lui est propre, c’est-à-dire de M vers 0 ou de M' vers 0. 
D’après cette convention , la projection des chemins OM ou OM' ; 

■ aùra pour expression Xcos(LX), comme nous vebonsde le voir, 
et la projection des chemins MO ou M'O aura pour expression 
— XcosfLX). Dans tous les cas l’abscisse X porte implicitement son 
signe, indépendamment de celui dont on l’atfecte explicitement; 
et le cosinus de l’angle (LXj porte également le signe implicite qui 
lui convient d’après la valeur de cet angle. 

Il est à remarquer que la projection du chemin MO se trouve 
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ainsi égale à celle du. chemin OM', qui lui est égal et ^uî est dé ‘ 
même sens. Car, en appelant l la valeur absolue de OM ou de OM' 
la première de oes deux projections a pour valeur le produit 
l cos (LX-) ^ris en signe contraire , c’est-à-dire — l cos (LX) ; et la 
seconde a pour valeur le produit de l’abscisse — l par cos (LX), ce 
qui donne encore — /cos (LX). /■ ' 

Pareillement la projection, du chemin M'O est égale à celle du > 
chemin OM qui lui est égal et qui est de même sens. 

47. Si , au lieu d’une longueur OM ou GM' portée sur une droil'é^' 
passant par l’origine, ou'considère uhe longueur quelconque AB, 
on lui mènera par lé point O une parallèle LL' ; on prendra pour 
le sens positif de cette parallèle celui dans lequel on compte les 
longueurs, positives sur la direction de AB lui-même Ou sur son pro- 
longement; on portéra sur LL' à partir du point O une longueur 
absolue égale à AB, de O en M ou eu M', suivant que AB est lui- 
même posHif ou négatif ; la projection de cette longueur OM ou OM' 
sera égale, pour la valeur absolue et pour le signe, à la projection 
' de AB! En -sorte qu’en nommant toujours X la valeur algébriqae]de 
. AB et (LXll’anglè que fait la direction positive de la droite sur la- . 
quelle. 6n compte celte lengueuir avec la direction positive OX, on" 
aura pour Iqprojectiôtf-de AB sur XX' l’expression -j- X cos (LX), si 
on suppose AB parcouru dans son sens propre, et —X cos (LX), si • 
on le suppose, parcouru en sens contraire. 

Ces notions établies, nous revenons aux formules propres à chàn- ^ 
ger d’axes. , ' 

- La transformation 1a plus -générale consiste à changer à; la fois 
Torigine et la direction des axes ; mais il est plus simple de faire la 
transformation en deux fois : on transporte d’abord les axes paral- 
lèlement à eux-mêmes, puis on change la direction des axes sans • 
changêrd’origine." 


48. Première tr»n>rormation. Nous supposerons d’abord que 

l’axe des w reste le même, et que le 
nouvel axe des y soit parallèle à l’an- 
cien. Soient OX et OY (fig. 28) les 
anciens axes;'Soit O'Y' le nouvel axe 
des y. Considérons un point quel- 
conque M du plan ; menons MP 
parallèle à OY. Appelons x l’an- 
cienne abscisse du point M , a/ la 
nouvelle, et I l’abscisse delà nouvelle 
origine par rapport à l’ancienne. 

Les points O, O' et P ne pourront avoir que les 6 positions indi- 
quées par la figure 29. . 



Fig. 9â. 
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Daôs te cas de la première , ou aura 

x = OP, æ'= 0'P, 'E = 00', 
et ..OP = 00'-f0’P;- 
d’où' x = l-\-x'.' 

. Dans le cas de la seconde, 
on aura 

a:=OP, x'=— O'P, £=qO' ' 
et 0P=00'— O'P; ' 

d’où 

ou . x — l-{-x'. 

' « » • ■ 

,On reconnaît msément que, dans tous les cas, on a la même for- 
mule . ^ 

■ ■ x=l-\-x'. 

40. Si , au contraire , l’axe des y restait le môme , et que le nou- 
vel axe des x fût parallèle à l’ancien , ou verrait d’une manière sem- 
blable qu’en nommant y l'ancienne ordonnée, y' la nouvelle, et t) 
l’ordonnée de la nouvelle origine par rapport à l’ancienne, on a 
dans tous les cas ’ ^ 

y=^n + y'- ' ’■ \ . 

50. Si donc on transporte à la fois les deux axes parallèlement à 

eux-mêmes, par cxemplc’dc la 
position ÜX, OY (fig. 30) à la 
position O'X', O'Y', en nom- , 
niant X. et y les coordonnées 
d'un point quelconque !W du- 
plan par rapport aux anciens 
axes, x' et y' les coordonnées 
du 'même point par rapport- 
aux nouveaux, et 5 et t) les • 
■'■s coordonnées de la nouvelle ori-^.. 

gine 0' par rapport aux anciens axes^ on aura en même' temps 

x = \ + x' et y = r,+y'; 

et, d’après ce qui a été démontré tout à l’heure, ces formules se- 
ront applicables à tous les cas. 

Telles sont les formules qui servent à passer d’un système d’axes 
cooixlonnés à un nouveau système d’axes parallèles aux premiers. 
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Pour en montrer sur-le-cbamp t’usage , supposons qu’un lieu géométrique 
suit représenté en coordonnées rectangulaires par Féquation 


— 6<c + t!i[ + 12 = 0. 

Transportons les axes parallèlement à eux-mémes, soient ( = 3 et >i= 
les coordonnées de la nouvelle origine , nous aurons ' 


— 2 


a = a'-i- 3 


et 


y = V' — 2. 



En substituant ces valeurs dans l’équation précédente, on trouve qu’elle se 
réduit à ' . 

. . x'«+V>=l, 

équation qui représente un cercle dont le rayon est 1 , et dont le centre est è . 
l’origine des nouvelles coordonnées. 

<51. Deuxième transformation. Soient OX et OY (6g. 31) les 
anciens axes faisant entre eux un angle 6; OX' et OY' les nouveaux 

axes faisant respectivement avec OX 
des angles que nous appellerons a 
et a'; M un, point quelconque du 
plan; menons MP parallèle à OY et 
MP'- parallèle'à OY'. 11 s’agit d’ex- 
primer les coordonnées anciennes 
du point M,OP et MP, en fonction 
de ses coordonnées nouvelles OP' 
et MF. 

Pour cela , menons d’abord une 
droite OA perpendiculaire à OY, 
et par suite à MP ; et projetons sur cette droite les côtés successifs 
du polygone OP'MPO.que nous supposerons parcourus dans l’ordrë 
indiqué par les lettres. Les deux premiers côtés seront parcourus 
tlans le sens qui leur est propre, c’est-à-dire de O vers P' et de 
P' vers M, ou de O vers X' et vers Y'; les deux derniers seront, au 
contraire, parctiurus dans un sens contraire à leur direction propre, 
c’est-ii -dire de M vers P et de P vers O, ou de Y et X vers O. D’a- 
près ce qui a été établi au numéro précédent, les valeurs des pro- 
jections de ces côtés seront donc : • 

-j- a;' cos (X'A), ’^-y' cos (Y'A), o et — a:cos(XA). 

Mais OA étant perpendiculaire à OY, on a AOX=96* — 0; d’ail- 
leurs : _ ; • - 

• . < 

X'OA = X'OX -I- AOX = a -f _ 90" — 0 = 90» — (0 — a) 

' Y'O A = Y'OX -f AOX = a' -1- 90» Ô = 90» — <0 — «'). 


Fig. 31. 
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. Les projections considérées ont donc respectivement pour valeur ; 
-f-^'sin(0 — a), +y'sin(0 — a'j, o et — a;sin6. 

Or, d’après le théorème du n* 48, la somme de ces projections 
doit être nulle ; on a donc : •■■■ ’ 

x' sin (0 — a) -f- y' sin (0 — a') — x sin 0 = o, 

d’où :r’sin(6-a) + y;^nj0-_çO 

A . 0 ,■ l. J 


Menons en second lieu une droite OB perpendiculaire à OX, et 
projetons sur cette droite le môme contour polygonal ; les projec- 
tions des côtés sont respectivement : ■ .. 

-|- a;’ cos (X'B), y' cos (Y'B), -i-ycos(YB) et . 

mais OB étant perpendiculaire à OX, on a BOY = 90“ — 0‘; d’ail- 
leurs : ' 

X'OB = 90“ — • X'OX = 90“ — a 
Y'OB = 90“ — Y'0X=90“-«’.‘ , 

Les projections considérées ont donc respectivement pour valeur, 
-j- a:' sin a, , -f y' sin a’, — ysinO et o. 

Or' la somme dé ces projections doit être nulle en vertu du 
théorème du n° 48; on a donc '• 

a/ sin a -f- y' sin a' = y s'm 0 

a:^sm a -(-y'sin a' , 


d’où 


sin 0 


[ 2 ]. 


Les formules [1} ët [2] sont celles qu’il s’agissait d’établir. Elles 
sont applicables à tous les cas, puisque le théorème du n° 48 est 
général, et que les règles établies au n° lîO sont également géné- 
rales. Elles se simplifient dans quelques cas particuliers que nous 
allons examiner. ' 


52. Passer d'axes rectangulaires à des axes obliques. Si le premier 
système d’axes était rectangulaire, on aurait 0 =90“; et par con- 
séquent les formules [1] et [2] du numéro précédënt deviendraient : 

a:=a/ CQS o-|-y' cos o' et y = a:' sin « y' sin a'. 

Pour donner un exemple de leur usage, supposons qu’une courbe ait .pour 
équation en coordonnées rectangulaires 

9j?— ,IC y2=m. 

Passons b un système de coordonnées obliques, en prenant pour nouvel axe 
des abscisses une droite faisant avec l’ancién lin angle dont la tangente a pour 
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valeur 7 - et pour nouvel axe des ordonnées une droite faisant avec l’ancien 
axe des st un angle dont la tangente a pour valeur 4- 1.. On aura i 

tanga = — d’où 6ifta=— (1,6 et coso= + 0,8, 

tanga'=+2, d’où sln«' = + 6,6 et cosa'^ + 0,à. 

Les formules ci-dessus deviennent 
• ®=0,8i' -f 0,8ÿ' et ÿ= — 0,6i' -f 0 , 61 /'. 

Substituant ces valeurs dans. l’équation de la courbe, et réduisant, on obtient 
23,04i'j'= 144 ou ®'v' = 6,25 

pour l’équation de la même courbe rapportée aux nouveaux axes. * » • 

«î3. Passer d’ axes obliques à des axes rectangulaires. Si, le pre- 
mier système d’axes étant oblique, le second était rectangulaire, 
on aurait a' — 0 = 90’ ou o' — o = 270“v . . ' 

La première supposition donnea'=o-f-90’, 0 — o'=0 — o-L 9 (y>j 
par conséquent : sin (0 — o') = — c6s(0 — o) et siiia'=cosix. 
Par suite, les formules du n” i>l deviennent : . . . 

a:’sin{6 — o) — y'cos(0_— o) a;' sin o -)- y' oqs « 

3C — . ' ' ' 61 V — ■ ' ■ ■ , ^ 

. sin 0 ' sin 6 

La seconde supposition conduirait à des formules qui ne diffèrent 
des précédentes qu’en ce que y' y est changé en — y', ce qu’on 
pouvait d’ailleurs prévoir. 

Comme appUcalion des formules ci-dessus, supposons que l’équation d’une 
courbe rapportée à des axes faisant entre eux un angle de 60* soit 

ly-f V’— t, 

et qu'on veuille la rapporter à des axes obliques en conservant l’axe des x. On 
a, dans ce cas, 8=60° et a^O. Par conséquent 

, ,cos 60* . ,1 •' 

X“X — U — : et l/=V 

sin 60° » 


sin 60° 


.Va. 


Or, cos 60 *= 5 , sin60°=^; les formules 4 cnaployer reviennent donc à . 

V . et y = ^. 

• • . V3 . 

Substituant ces valeurs dans l’éiluation de la courbe, on Irouve ' ’ ’ . * 

!r’> + y'°=l ■ • . 

pour l’équation de la mêlne courbe rapportée aux nouveaux axes. 

S4. Passer d’axes rectangulaires à d'auljes axes rectangulaires. 
Si enfin, il s’agissait de passer d’un système d’axes rectangulaires 
à un autre système d’axes rectangulaires, il faudrait, dans les for- 
mules du n° 81 faire en même temps 0=90’ et a'=o-j-90"; ce 
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quL revient à faire 6 = 90“ dans les formules du numéro précédent. 
On trouve ainsi ; 

a; = j:'cosa — y'sin a et y = a:' sin a + V’ a. 

Ces deux formules sont comprises dans la suivante, qui peut 
servir à les foire retenir ' ' ' ! 

— 1 =(a^-j-ÿV — 0 (cos a -f- sin à . 

Comme application de ces formules, on peut s’assurer que l’équa> 
tien du cercle, rapporté à des axes rectangulaires passant par son 
centre, reste fo même, quel que soit le système de ces aXes. Si, en 
effet, dans l'équation : - _ 

- x* + y* = R*, • ^ 

on remplace x et y par les valeurs que donnent ces formules , on 
obtient : - 

: . . . • x'» + y'*=R*, ■ , . . . 

éqqation qui est exacteVnent la même. - . • 

Remarque. Dans le cas où les nouveaux axes rectangulaires sont 
précisément les bissectrices des angles formés par les premiers 
axes rectangulaires, où a 

sin« = cosa = ^y'â= 

par conséquent les formules ci-dessus deviennent : 


X- 


y — y' 


et y 


_V + y' 


v/2 , ' y/2 

Ifô. Tpfui*rorauuioii générale. Si l’on veut eîi même temps 
cl^ger l’origine et la direction des axes, on pourra obtenir très- 
simplement les formules à employer. 

Transportons d’abord les axes parallèlement à eux-mêmes; et 
soient x"et y" les coordonnées dans le nouveau système d’axes pa- 
rallèles aux anciens; on a vu (46) qu’il suffira de poser : 

x=5-f-x" et y = y)-fy"; 

- i et 1 ) étant Tes coordonnées de la nouvelle origine-par rapport aux 
anciens axes. ' 

Changeons maintenant la direction des axes, en conservant la 
nouvelle origine; il faudra appliquer pour cela les formules du 
n" 81 ; et l’on aura en appelant x' et y' les coordonnées dans ce 
nouveau système : 


X 


„ _ x' sin (6 — g).-f- y' sin (0 — a') 


sinO 


ef ,/>_ ^sîn«-f yfsin a ' 
■' sin 6 
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• Par conséquent , en remplaçant ar" et y" par ces valeurs dans les 
formules qui précèdent , on aura les formules les plus générales 
pour la transformation des coordonnées rectilignes, savoir : 

, a;'s}n(9 — «) + ÿ'sin(0 — o') 


, X sin a + y sm o' 

« = 1— 7 . 

^ ^ sin 9 

*, \ 

Remarques. I. Ces formules sont de la forme 


x=\-\-ma^ -\-ny' et y = 

c’est-à-dire du. premier degré en x! et y'. Il en résulte que si 
l’on remplace ar et y par leurs valeurs en x' et y' dans l’équation 
d’une courbe supposée algébrique, le degré de cette équation ne 
pourra pas s’élever. Cette remarque est importante et nous aéra 
utile par la suite. 

II. Mais il pourrait , dans certains cas , arriver que l’équation s’a^^ 
baissât, par rapport à l’une des deux coordonnées. Si , par exemple, 
une courbe rapportée à dés coordonnées rectangulaires, a pour 
équation • • 

, ic*— 3a;y-fy’ = n, 

et qu’on prenne pour axes nouveaux les bissectrices des angles 
formés par les premiers, on obtient pour l’équation de la courbe 
rapportée aux nouveaux axes ; 

{x? -f- 3y*)a: 2 — 3 [3?— y’) =o), 

équation qui n’est plus que du second degré par rapport à y. 


CHAPITRE III. 

DES EQUA’nOJfS DU PREBOER DEGRE A DEUX VARIABLES. 
— PROBLËHES SUR LA LIG.VE DROITE. 

§ 1. DES ÉQUATIONS DU PREMIER DECRÉ . 

ISO. Constroctlon dea Pqnationa dn premier dearé. L’éqtia- 
tion la plus générale du preinier degré à deux variables est de la 
fonne 

Ax-|-Bÿ -f-C = o. [1]. 
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C' ' ' . ' . • ■ • 

SiA=o, ODOii tircy= — g'; c’est-à-dire 'que tous les points • 

du lieu représenté par cette éqtiatioDont la même ordonnée; le lieu ' 
est donc une parallèle à l’axe des a:. . - ^ • 

C ' ' ' ■ 

Si B=o, on tire de l’équation [1] x= — qui représente unè 

parallèle à l’axe des y. . ' ‘ ' 

Si A et B sont différents de zéro, on peut diviser l'équation [t] 
par l’un de ses coefficients, B par exemple, 'ef résoudre ensuite* 
l’équation par rapport à-y , ce qui donne 

. • 'A C . . • : * 

■ - B' 

ou en posant J pour abréger, 

B~“.^‘ B — , 

' y=ax-f-ô. ’ ■ ■ . 

C’est sous cette forme que l’on présente le plus fréquemment l’é- 
quation du premier degré à deux variables. ‘ 

87. Pbur obtenir le lieu que cette équation représente, consi- 
dérons d’abord le cas particulier où b est nul et où l’on a simple- 
ment 


' V 

. 11 = ax d ou ~ = a 

. X 


[ 2 ]. 


P" 



■ r 


Soient M , M', M" (fig. 32) diffé- 
rents points du lieu ; menons 
les ordonnées MP, M'F, M"F'; 
et joignons les points M , M', 
r ' à l’origine 0 par des droi- 

*.v 

^ Fig. ^vertu de l’équation [2] 

^'m’P’V _m'P" ■ 

QP' O 


d’où 


MP 

OP' 


M'P' 


M"P' 


OP' OF 


Il résulte delà que les triangles MP0, M'P’O, M’'P"0, sont sem- 
blables comme ayant un angle égal compris entre côtés propor- 
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tionnels ; les angles en 0 sopt donc égaux , et par conséquent les 

directions MO , M'O , M"0 , se con- 
fondent, c’est-à-dire que les points 
M , M', M", sont sur une ligne droite 
passant par l’origine. On arriverait 
au même résultat dans le cas repré- 
senté par la ilg. 33. 

Le lieu représenté par l’équation 
y = ttx est donc une droite passant 
par l’origine. 

Revenons maintenant à l’équa- 
tion y = ax-\-b. Soient M , M', M" 
( fig. 34 ) différents points du lieu ; menons leurs ordonnées MP, 

M'P', M'T". Soit NN" 
la droite représentée 
par l’équation y=ax: 
les points N, N', N" de 
cette droite situés sur 
MP, M'P', M"F, ont 
pour ordonnées NP, 
N'P', N"F, lesquelles 
sont égales aux or- 
données MP , M'P', 
M"P" diminuées algé- 
briquement de b. On 

a donc > 

MN = M'N' = M"N" = &. 

Ainsi, les droites MM', MM’, M'M", sont parallèles à NN", et se 
confondent par conséquent. 

Donc le lieu représenté jpar l’équation y =oa: -|- ô est une droite 
• parallèle à celle que représente l’équation y = ax. 

Remarques I. Ori a vu au n“ 7 qu’une droite est représentée par 
une équation du premier degré; on vient de démontrer, dans 
celui-ci , que réciproquement toute équation du premier degré re- 
, présente une droite. 

II. Si l’on n’admet pour a et 6 que des valeurs finies, la forme 
yz=ax-\-b est moins générale que la forme Aa: -f- By G = o , 
puisque cette dernière comprend le cas où y disparaît, c’est-à-dire 
où la droite est parallèle à l’axe des y, cas qui n’est point compris 
dans la première. Mais la première forme est aussi générale que la 
seconde, si l’on admet pour a et 6 des valeurs infinies. Le cas par- 
ticulier de a;= constante s’obtient alors en supposant que a et ô 
‘ 4 
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deviennent infinis, leur rapport restant fini ; car en divisant par u 
on trouve 

2 =* + -. 
a a 

et en faisant a=<x> et ^ = — c, rl vient o=x — c, o\i x = c, qui 

représente une parallèle à l’axe des y. 

S8. Les coefficients rt et 6 ont une signification géométrique 
qu’il est important de connaître. 


Ckiordonnées à l’origrine. Soit ABM (fig. 35), la droite représen- 
tée par l’équation y =ax b. Soient A et B les points où elle ren- 
contre les axes; soit M un point 
quelconque de la droite, Ml’ son or- 
. donnée ; menons BQ parallèle à OX. 
Soit 0 l’angle des axes; appelons a 
l’angle MAX que la droite fait avec 
la partie positive de l’axe des x, an- 
gle qui est aussi égal à MBQ. 

On remarquera d’abord que l’or- 
donnée du point B peut s’obtenir en 
faisant x = o dans l'équation de la 
droite; car le point B est le seul point de la droite dont l’abcisse 
soit nolle; on obtient ainsi y — b. Le coefficient b représente donc _ 
l’ordonnée du point où la droite rencontre l’axe des y ; c’est ce 
qu’on appelle l’ordonnée à l'oriyine. ‘ 

On obtient de môme l’aôscwse à l’origine ou OA en faisant 

. b 

y = 0 dans l’équation de la droite, ce qui donne x = — 

CeeScient aosniaire. Maintenant, le triangle MQB donne 



MQ sin MBQ 
BQ“'sinBMQ‘ • 

Or, MQ=MP— PQ = MP-0B=;y — 6=oii:, 

BQ = a: , MBQ = a , 


BMQ = MBY = YBQ - MBQ = 9 - a. 
L’égalité ci-dessus devient donc 


ax sm a 

— ou a = -■ — 77 — 

X sm(6 — a) 


[3]. 


Le coefficient a est donc le rapport des sinus des angles que la droi te 
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fait avec les deux axes coordonnés. C’est ce qu’on appelle le coef^~ 
dent angulaire de la droite. r 

Lorsque les axes sont rectangulaires , ce coefficient n’est autre^ 
chose que la tangente trigonomélrique de l’angle que la droite 
fait avec l’axe des x. Car l’équation [3], lorsqu’on y fait 6— W, 
se réduit à t, 

’ . O = tanga, , . 

C’est ce qu’on peut aussi voir directement; attendu que le triangle . 
MBQ est alors rectangle au point Q, et donne 


^ = tang MBQ = tang a. 


Reuarqdé. Le eoefficient angulaire ne dépendant, pour un même 
.système d’axes, que de l’angle o, est le même pour toutes les droites 
parallèles à une même direction , et change pour des droites de 
directions différentes. La condition analytique nécessaire et suf- 
fisante pour que deux droites soient parallèles est donc qu’elles 
aient le même coefficient angulaire. Ainsi les droites représentées 
par les équations 

y—lx—\y y=^?jX + 6 

sont parallèles. 

89. Constrnctlon d’une droite donnée pur «on édnatlon. On 

peut construire une droite , connaissant son ordonnée à l’origine 
et son coefficient angulaire. Pour cela, on tire de la relation [3] 
ci-dessus la valeur de o eh fonction de 6 et du coefficient angu- 
laire donné a. On trouve . 


tanga 


a sin e 
1 4-acos6‘ 


Cette formule n’est point calculable par logarithmes; mais si, on 
prend pour inconnue tang (a ^6), on obtient la formule loga- 
rithmique : 




tang(a — 16) = tangue [4], 

d’où l’on déduit a — |e et par suite a. 

Cela fait, on porte sur l’axe des y, à partir de l’origine et dans 
le sens convenable une distance OB algébriquement égale à b 
(fig. 60); par le point B on mène' BQ parallèle à l’axe des x, puis 
une droite BM faisant avec BQ un angle égal à a ; BM est la droite 
demandée. * 


( 
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Soit, par exemple, l’équalion 2y + 3x = i , d’où y = — | x -f- J ; les axes étant 
supposés faire un angle dé 80°, la lormule [A] donne 

tang (a — 40°) =: + 5 . lang 40°, 

, * * r 

d’où l’on tire successiTement : 

log Ung (a — 40°) =0,6989700 + 9,9238135 = 10,6227835, 
a — 40°= 76»35'87’,1, 

' a=I16°35'37',I; ■ ’ 

d’ailleun 6 = + }. 



L’équation proposée représente donc la droite indiquée par la ligure 36. 

Toutefois, il, est ordinairement plus avantageux de construire 
la droite au moyen des points où elle rencontre les axes. 

00 . Réciproquement : si l’on donne b et a, on aura a = 

et l'équation de la droite s’obtiendra sans difficulté. 

Supposons , par exemple, qu’une droite, rapportée à des axes 
faisant entre eux un angle de 60°, rencontre l’axe des y à une dis- 
tance de l’origine égale à 2 unités linéaires, du cété des y négatifs, 
et qu’elle fasse avec l’axe des x un angle de 120°. On aura 6 = 60°, 
a = 120°, d’où 

__ sin 120° _ 

**~sin( — 60°) ~ „ ’ 

d’ailleurs on donne 6 = — 2 ; l’équation de la droite sera donc 

ÿ=i-a:-— 2. 

01 . L’équation d’une droite est encore susceptible de plusieurs 
autres formes qu’il est nécessaire de connaître. 

ÉquatloB anx coordonnées à l’orifine. On a VU au n* <S8 que 
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l’ordonnée à l’origine est é et que l’abscisse l’origine' est — 
Posons 


" J j>‘' • ? 

■‘-=.é dou a=— 
a ^ P 


' b ~q et 

Si l’on met ces valeurs dans l’équation y = aa: -|- é, elle devient 


d’où 


P q 


[5]- 


Telle est réquation de la droite en fonction des coordonnées à l’o- 
rigine. ' , ' 

Par conséquent, si l’on a une équation telle' que • * . 


y 


|-| = 1 quirevientà 


1, 


on en conclura immédiatement que la droite représentée par cette 
équation rencontre l’axe des x à une distance de l'origine égale à 3 
du cété des X positifs, et l’axe des y à uqe distance de l’origute 
égale à 2, du <^té des y négatifs; ce qui permettra de construire 
immédiatement ces deux points et par suite la droite qui les con- 
tient. 

Réciproquenlent : si l’on sait qu’une droite rencontre l’axe des 
X à une distance de l’origine égale à A unités, du côté des x néga- 
tifs, et l’axe des y à une distance de l’origine égale à 5, du côté des 
y positifs; op aura. immédiatement l’équation de cette droite en 
écrivant : ' 

' ^ 

— 4 


+ 1 = 


1, d’où 4y — 5a: = 20. 


62. Équation d’une droite qui passe par un point donné. 

Soient x\ y' les coordonnées du point donné et 
. y — ax-\-b, 

l'équation de la droite cherchée. Puisque le point est sur la droite 
on doit avoir . ' • . 

y' = ac'-|-ô. 

^ f 

Retranchant ces équations membre à membre., on obtient' 

y — y‘ — a{x — x') " [6]. 

Cette relation ayant lieu pour tous les points de la droite, n’est 
autre chose que l’équation de la droite même. Cette équation oon- 
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vient ti foutes les droites qui passent par le point donné (x’, y'); et 
pour déterminer complètement celle dont dn s’occupe, il faut at- 
tribuer à a une valeur particulière. Ainsi l’équation 

y — i=za{x + i) 


représente toutes les droites qui passent par le point dont les coor- 
données sont x = — 2 ety = -j-l'; mais l’équation 

y — l=3(a;-f2) 

ne convient qu’à celle qui fait avec OX et OY des angles tels que le 
rapport de leurs sinus est égal à 3. 


G3. Équation d’une droite qni passe par denx points donnés. 

Soient (x', y'} et {x'\ y“) les deux points donnés. 

La droite devant passer par le premier point, son équation sera 
de la forme (62), 

y — i/ = a{x — x'). 


, Mais les coordonnées du second point doivent satisfaire à cette 
équation ; donc 

. f-^=.a{x"-x\ , , ■ 

d’où en éliminant a par division 



[7]. ' 


Si, par exemple, les deux points ont pour coordonnées x'=l, 
y' — — 2 et = — 2, ÿ"= — 4, on -aura ' . 


y + 2 — 

— 2-|-4~l-f2 2 3 


pour l’équation de la droite qui passe par ces deux points. 

Remarques. I. Si les deux points ont pour coordonnées a;’ 
y' = o et a!' — O, y* = î, on trouve 


d’où 


V ‘ ? 


y — o _ x—p 

, o-^q P — o’ 

et l’on retombe ainsi sur l’équation [.5] du n" Cl. * . • 

! 

II. Si l’un des points est l’origine dés coordonnées, et que l’on 
ait, par exemple, â/'=0, y"=0, on obtient 

y— y' x — a:'. 


V_ 

V’ 


X 

' x' 


[ 8 ]; 
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équation d’une droite menée de l’origine au point dont les coor- 
données sont a:' et y'. , 

III. Si les coordonnées des deux points sont égales et de signe 
contraire, en sorte qu’on ait a/'= — x' et y'[= — y', il vient 


y— y _x—x 


J, . y X , 

U OU —, — — 

V x' 


2y 2a:' 

ce qui montre que la droite passe alors par l’orjgine. 

64. Autre forme «le l’équation «le la «Iroile. Knfin, l’équa- 
tion d’une droite peut encore être mise sous une forme qu’il est 

bon de connaître, quoiqu’elle soit d’un 
usage moins fréquent que les ^précé- 
dentes. 

Soit AB (fig. 37) la droite dont il s’a- 
git. Abaissons de l’origine O sur cette 
droite, la perpendiculaire OD = p ; et 
soient a et p les angles que fait cette 
perpendiculaire avec OX et avec OY. ' 
Si on mène Ml’ = y, OP=æ, et 
qu’on projette la ligne polygonale OPMD 
sur 01), on aura 



X cos a -f-y cos P =p 


[9]. 


Dans le cas où les axes sont rectangulaires, p et a sont supplémen- 
taires ; on peut donc écrire , , i 

• i ' • * * 

à; cos a -J- y sin a =p [10]. 


§ 2. PROBLÈMES SÜR LA LIGNE DROITE. 

63. Problème I. Trouver l’intersection de deux droites données 
par leurs équations. 

Soient y=ax-\-b et y=a'x-\-V 

les équations des deux droites données. Le problème géométrique 
consiste à déterminer le point dont les coordonnées satisfont à ces 
deux équations ; et le problème algébrique consiste à calculer ces 
coordonnées. Si donc on suppose que x et y, au lieu de représenter 
dans chaque équation les coonlonnées d’un point quelconque de la 
droite correspondante, représentent les coordonnées du point 
commun, le problème algébrique reviendra à calculer les valeurs 
de a: et de y qui satisfont à la lois aux deux équations. 
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On trouve : . 


x = 


b'— b 
a — o' 


et 



ab' — a'b 
a — o' ’ .. 


pour les coordonnées du point d’intersection. 

Exemple. Soient les deux droites 

y = 2x + 1 et y = — 3a: -j- 1 1 . 

On trouvera pour les coordonnées de leur point d’intersection : 



11—1 
2 + 3 


= 2 et y = 


2.11+1.3 „ 

'2 + 3 


Remarques, l. Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que ces valeurs soient flnies. Pour cela, il faut que a dif- 
fère de a'. > 

11. Si a était égal,à"«', les droites données seraient parallèles 
(«î8, Rem.) et ne pourraient se rencontrer; aussi le calcul donne- 
t-il, dans ce cas, des valeurs infinies pour les coordonnées du point 
d’intersection. 


111. Si l’on avait à la fois n = a' et b=b', les valeurs de x et 
de y prendraient la forme S ; et ; en effet , tes deux droites , dans 
ce cas , coïncideraient, et la position du point commun serait 
indéterminée. 

66. Problème II. Trouver réquation générale des droites qui 
vont concourir avec deux droites données par leurs équations. 

Soient y — ax — 6 = 0 et y — a'x — 6'=0 

les équations des deux droites données. 

Multiplions la seconde par un coefficient indéterminé m, et re- 
Irancbons-la de la première, nous aurons 


(y — ax — b) — m(y — a'x — 6')=0 [1]. 

Cette équation est du premier degré en a: et y ; elle représente donc 
une droite. D’un autre côté les valeurs de x et y qui vérifient à la 
fois les deux équations proposées, annulent les deux parenthèses, 
et satisfont par conséquent à l’équation [1] : c’est-à-dire que le 
point commun aux deux droites données est situé sur la droite re- 
présentée par l’équation [1]. Cette équation représente donc une' 
droite qui va concourir avec les deux droites données ; d.’ailleurs 
sa direction reste indéterminée , puisqu’on peut disposer du coef- 
ficient m. L’équation [l] est donc l’équation demandée. 
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Rbharqub. On peut disposer de m de manière que la droite [1] 
ait une direction déterminée ou qu'elle passe par un point donné. 

Dans le premier cas, on remarquera que le coefficient angulaire 
de la droite [1] est 

O — me! 

1 — JW ■* 

» 

Si donc a" est le coeffjcient angulaire d’une droite ayant la di- 
rection donnée , on devra avoir 


a — ma' 
1 — m 


:o"; d’où j» = 


a — d' 
a' — d'' 


Dans le second cas, si x' et sont les coordonnées du point 
donné, ces coordonnées devront satisfaire à l’équation [1] , et l’on 
aura 

(/— ox' — h) — m\y' dx' — è') = 0 ; . d’où m = 

Exeüple. Supposons que tes droites données aient pour équation 
ÿ=îx + i et v=— 3®rftli. 

et qu’on demande l’^uation d’une droite concourant avec les droites données, 
et parallèle à ta droite ÿ=it, on devra prendre 

„ 2-1 . * 


t-3— 1 

. en sorte que l’équation [I] deviendra: ' ' 

, (y — 2x — 1) + Hy + 3x— ll)=t) ou y = x + 3. 

. Si l’oq veut au contraire l’équation d’une droite concourant avec les deux 
premières et passant par le point dont les coordonnées sont d=3 et y'=0, on 
devra prendre : 

0— 2.3— 1 

aw — »— A 

~0 + 3.3— Il 

et l’équation [1] deviendra : ~ 

(y — 2x— I) — }(y + 3i— ll) = 0 ou y=— 5*+lS. 

Remarque. L’équation [1] fournit très -facilement la condition 
pour que trois droites concourent. Soient, en effet , 

y=r'ax-f- ô", y = dx-j~b', y = o"2r -j- è", ^ 

les équations des trois droites. L’équation [1] étant J'équation géné- 
rale des droites qui concourent avec les deux premières; il fsadra 
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. que l’équation dé la troisième puisse s’identifier avec l’équation [1]. 
Or, on tire de l’équation [1] : . 


a — ma' , b — mb' 

— X + . 

\ — m ~ 1 — 7 « 


Il faudra donc qu’on ait : 
a — ma' 


et 


b — mb' 


■.b", 


1 — m 1 — m 

et l’on obtiendra la condition cherchée en éliminant m entre ces 
deux relations ; ce qui donne 

a — n"_b — b" 
a'—a"~b'—b'" 

relation facile à retenir. 

Par exemple, les droites qui ont pour équations 
■ y = 1x-\-\, y = a; + 3, y = — 5a; + 15. 

concourent ; car oh a • • 


2 + 5 1 — 15 

1 +5~3— 15 


7 

ou ^ = 


14 


6 —12 


67. Problème 111. Trouver l’angle de deux' droites données par 
leurs équations. 

Soient y = ax + 6 et y = o'j;+ 5 

les équations dés deux droites données. Menons-Ieur des parallèles 
par l’origine; elles auront pour équations : 

y = ax et y = a'x. 

Elles feront avec l’axe des x les mêmes angles a et a’ que les 
droites proposées. Remarquons sur-le-champ qu’il sera toujours fa- 
cile de reconnaître, à l’inspection seule des équations y = ax et 
y = a'x, lequel des deux angles a ou a' est le plus grand. En effet, 
on en tire : 

V . y 
x = ^ et x = -,y 
a a 

et, pour une même valeur positive de y, celle de ces expressions 
qui sera algébriquement la plus petite correspondra à celle des deux 
droites qui fait avec la partie positive de l’axe des x, et au-dessus, 
. le plus grand angle. 11 suffira donc de voir quelle est celle des deux 

qui est algébriquement plus petite. 

Pour fixer les idées, supposons a plus grand que té. Soit V l’an- 


quantités i ou 
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pie des droites 'y = ax et y = a'x, lequel est le même que celui 
des deux droites proposées, on aura : • ’ 

V=a — a'; 

mais on a (39) 

a sin 6 

tane a > ’ . ■ 

® l + acos6 

■ ■ • . , a' sin 9 

tang» cos 9- 

D’ailleurs 

; langa — tanga' . 

tang V = tang (»-“) = j + ,a„g tang"ï' ’ 

• » 

mettant pour tang a et tang a' leurs valeurs, et réduisant, on 

obtient : • • 

(a — a') sin 9 


^ — U ) sm g 

1 (a ^ fl') cos Ô -f- aa' 


ti]. 


Dans le cas où les axes sont rectangulaires, on a 9 =90“, et.par 
suite : • • . 


tang V: 


a— a 

1 — ^ (ïtt 


[ 2 ]. 


ÉxnrLEs. 1. Supposons, par exemple, que les équalipns de deux droites,' 
rapportées à des axes faisant entre eux un angle de 60*, soient 

y = — 3l + 6 et v=2i+l. 

On reconnaît, en appliquant la règle donnée plus haut, que la première des 
'deux droites est celle qui feit, avec la partie positive de l’axe des f , et au-des^. 

sus, le plus ^and angle. On aura donc 

5 t +t— 3 + 2).t-2.3 1) ’ , . 


log tang V== 10 + log^= 9,8961 379 
V= 38M2'47',5. ’ 


d’pû 
et 

II. Supposons en second lieu que deux droites aient pour équations en coor- 
données rectangulaires 

y = 3*— i et g=— 3* + i. 

La seconde est celle qui tait, avec la partie positive de l’axe des », et au-des- 
sus, le plus grand angle; on aura donc 

_5_i ■ r* 

. 2 3 17 

UngV = - 




1 — 


d’où 

et 


hl 

2.3 

17 


« 


log Ung V = 10 + log 1 0.452297 7 

• V=i70*33'2S*,7. 


r 
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68. La conditioQ nécessaire pour que deux droités soient perpen- 
diculaires entre elles se déduit facilement de l’expression de tang V. 

En effet, pour que l’angle V soit droit, il faüt que sa tangente soit 
inûnie, ce qui exige, ou que le dénominateur soit nul, et qU’on ait 

1 -j- (a -}- a') cos 6 -f oa' = O ■ [3] , 

ou que le numérateur soit infini , le dénominateur ne l’étant pas. Il 
faudrait pour cela que a. ou a' fussent infinis; supposons que ce 
soit a', ce qui revient à supposer que la seconde droite soit paral- 
lèle à l’axe des y. Divisons les deux termes de l’expression de tang V 
par fl' ; ét faisons ensuite a' === co ; nous trouverons 


tang V = 


— sin 0 
cos 0 -|- a’ 


expression qui ne peut être infinie que pour a — — cosO. Or, les 
valeurs simultanées a'= oo et a = — cos 6 satisfont à la relation [5]; 
cette relation exprime donc la condition nécessaire et suffisante 
pour que les deux droites soient perpendiculaires entre elles. 

(On ne saurait avoir à la fois a = œ et a'= oc , car alors les droites 
seraient parallèles à l’axe des y et ne pourraient être perpendiculaires 
entre elles.) 

Dans le cas où les axes sont rectangulaires, cos 9 est nul, et la con- 
dition 'de perpendicularité se réduit à 

l-|-aa'=o [4]. 


69. Problème IV, Trouver l'équation de la perpendiculaire abais- 
sée d’un point donné sur une droite donnée; et calculer la grandeur 
de cette perpendiculaire. 

Soient x' et ^ les coordonnées du point donné et y = aa; -f- 6 l’é- 
quation delà droite donnée. 

La perpendiculaire devant passer par le point dont les coordon- 
nées sont x' et y', son équation sera de la forme (62) 


y — y' = a'(x — x'). 

D’ailleurs la condition de perpendicularité donne 

i , , J» . # l-f*acosÔ 

1 +(« + «) cos9-4-aa =0 dou a= h 

' ' . ' a-f-,cosO 

L’équation de la perpendiculaire est donc : 


y—i/ 


1 a cos 6 
a -j- cos 8 


{x — a/) 


[5]. 


Pour trouver ^a longueurj il faut d’abord déterminer les coor- 
données du point où elle rencontre la droite donnée, et pour cela 
trouver les valeurs de x et de y communes à l’équation [5] et à 


•t 
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l’équation y='ax-\-b. On y parvient facilement en mettant d'a- 
bord cette dernière sous la forme 

y — ÿ = a {x — x') — (y' — ax' — b). 

De cette équation et de l’équation [5] on tire alors - , ' • . 


et 


X — oe 


y—y—— 


, { 1 / — ax' — b) (g cos 6) 


O* -|- 2 a cos 8 -|- 1 
(y' — ax' — b) (1 g cos 8) 


fl’-}- 2a cos 8 -f- 1 

Mais si P désigne la longueur de la perpendiculaire, ou la distance 
des deux points x, y et x', y', on a [.5] 

P’ = (a; — a?')’ (y — y')* -f 2 (o5 — x') (y — y') cos 8. 
Remplaçant x—x' et y — y' par leurs valeurs et réduisant, on trouve 
' p,_ (y' — gg;'— t>)*sin*8 


d’où 


d*-)-2a cos 8-f- 1 ’ 
P (// — ax' — b) sin 8 


[ 6 ]. 


V^fl*-|-2acos8-j-l 

Cas particuliers. Si la droite donnée est l’axe des x, on trouve, en 
faisant a=o et b=o, ' 

P = ± y' sin 8.' 

Si la droite donnée est l’axe des y, en divisant les deux termes par 
a et faisant ensuite a = 00 et ù=o, on trouve 

P = ±x'sin8. 

Dans le cas où les axes sont rectangulaires , l’équation de la per- . 
pendiculaire devient : 


y— y'=— i(x— x') 


[7], 


[ 8 ]. 


et l’expression de sa longueur se réduit à 

n — -t- y'— gg^'— 

. ' * v^fl*-}-l 

Remarques. I. La valeur de P devant être essentiellement positive, 
on adoptera le signe -|- ou le signe — suivant que la valeur affectée 
de ce signe sera positive ou négative. 

II. La quantité y' — ax' — b qui est au numérateur de P n’est 
autre chose que le premier membre de l’équation de la droite mise 
sous la forme 

y — ax — b— O, 
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dans lequel oo a remplacé a; et 7 par les coordonnées du point 
donné. Il en résulte que si le point donné est sur la droite, 
l’expression de P se réduit à zéro , ce qui doit être. 

, III. Soit AB (fig. 38) la droite donnée et M le point donné; me- 
nons MP parallèle à OY, et qui 'coupe en N la droite AB. On a 

a;'=OP,; par suite NP=oa;'-l-6. 
Par conséquent : 

y' — O®' — 6 = MP — NP. 

On voit que cette quantité sera 
positive si le point M est au- 
dessus de la droite donnée , et 
négative si le point M est au- 
dessous de la droite. On peut 
vérifier que la même conclu- 
sion subsiste dans toutes les positions de la droite et du point. 

Exemple. Soit proposé de mener, par te point dont les coordonnées sont 
x:^l et y =ï5 , par rapport à des axes rectangulaires, une perpendiculaire à la 
drôile qui a pour équation • , 

y=-5*-2, 

et d’en déterminer la longueur. 

On trouvera pour l’équation de la perpendiculaire : 

• y — 5=K®— 1), 

et pour l’expression de sa longueur < 

' S + 5 +2 

70. Problème V. Étant données les équations de deux droites, 
trouver les équations des bissectrices des angles formés par ces 
droites. 

Soient: g = ax-}-b et y=a'x-^ b' 

les équations des droites données. Si l’on désigne par X et T les 
coordonnées d’un point quelconque de l’une des bissectrices, on 
aura pour l’expression de ses distances à chacune de ces deux 
droites (00) : 

(Y — a X — 6)sinQ p, (Y — o'X — 6')sin0 

v'a'*-j-2a'cos6-l- 1 


P = ±! 


V^a’-t-2acos6-(-l 

Or, d’après la propriété caractéristique des bissectrices, ces dis- 
tances doivent être égales. On aura donc , si l’on prend les deux 
distances avec le même signe, 

Y-aX-é Y-o-X-y 

V^a’-|-2acosO -j- 1 y^a'*-|-2a'cos6-t- 1 ’ 


Digitized.by Google 



PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE. 63 

et, si on les prend atec un signe contraire, 

tlO]. 

V^a’ + 2acos0 -j- 1 v^«'*-(-2o'cos()-|-l 

Telles sont les équations des deux bissectrices. 

En posant , pour abréger , v^o’ -)- 2 a cos 6 -[^ 1 = R et 
\/a'*-(-2a'cos9 + l = R', et remplaçant les grandes lettres X et Y 
par de petites a; et y, ces équations peuvent être mises sous la 
forme ; 


aR'— a'R 


ôR'-ô'R 


ÆV «. VA» V AV 

R — R ^ 


aR'+a'R , ôR'+ô'R 

R,_|_R a; -h 


[U]. 


Exehtce. Soient, par exemple, 

y = — Ji + i et y = ii— 2 

les équations des deul droites en coordonnées - rectangulaires, auquel cas 
R = ^o’ + l et R'— \/o'^ + 1 , on aura 

0 = — î, R = J, — R' = H, 6 = 1, 6/ = — 2, • 

et, par suite, on trouvera pour les équations des deux bissectrices : 
y=8ï — ¥ et y = —\x — ^. 


Remarques. I. On peut vérifier sur les équations [11] que les 
bissectrices qu’elles représentent sont perpendiculaires entre elles; 
en appliquant, en effet, la règle donnée au n° 68, on trouve : 


, - /aR — aR . aR +aR\ „ . /aR' — aR\ /oR — a'RV 

\-WTr)= 

_ R'»( 1 + 2 g cos 9 + g») — R«( 1+2 a' cos 0 +g'«) _ R'»R«— R«R'« _ 


R'*— 11» 


R'«— R* 


0 ; 


la condition de perpendicularité est donc satisfaite. 


II. Si les droites données sont les axes coordonnés eux-mêmes, 
il faut dans les équations [9] et [10] faire a= « , b = o, a' = o, 
b'=xo (en ayant soin de diviser préalablement par o les deux termes 
de la fraction où entre cette lettre). On trouve ainsi pour les équa- 
tions des deux bissectrices ; 

— X — Y = « et — X + Y = o, 
ou y — — X et y = -)-x, 

équations qui auraient pu être obtenues directement. La seconde 
représente la bissectrice de l’angle YOX et de son opposé ; la pre- 
mière représente la bissectrice de l’angle YOX' et de son opposé. 
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A 

§ 3. APPLICATIONS. . 


’ ‘ ' I 7i. ExempIcH de théorèmes de f(éométrle démontrés par le 

' ‘ calenl. I. Théorème. Les médianes AH, BI, CO d’un triangle quelcorigue ABC 

(fig. 39] concourent en un mÉmepotiiI. 

Prenons pour axes le côté AB et la mé- 
diane CO; il Taul démontrer que les deux 
autres médianes coupent Taxe des y en un 
même point. 


Soient OA=OB=m et CO=fc. 


L’équation delà droite 6C est (61) 


• - = 1 ou y=-x + n. 
n n 


L'équation de AP, qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point A dont 
les coordonnées sont s=m et y =0, sera donc (O’i, 68) 


y = - -(*-m) 

L’équation de la droite AC sera de même 

? -P — = 1 ou y = — —x + h, 
h^m ' * ^ n» 

' - ■f- ♦ 
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V-0 


d’où 




-■ 0 — Jh m » 

Les coordonnées du point I, milieu de AC, sont x=itn et y = ih; celles 
du point B sont d'ailleurs x= — m et y=0. L’équation de BI est donc 


Les coordonnées du point H, milieu de BC, 
seront x= — |m et y=)A; celles du 
point A sont d’ailleurs z = m et y = 0. 
L’équation de la droite AH qui passe par 
ces deux points est.donc (63) 


V-0 


I -|-m 


0 — — m— im’ 


d’où y=--(m+x). 


Si, dans ces deux équations, on fait x=0, on trouve y=g- L®* deux mé- 
donc la médiane OC en un même point K; et ce point 
du point O. 


Les perpei\fticulaires AP, BQ, CO (lig. AO) abaissées des sommets 
d’un triangle ABC sur les côtés opposés, 
concourent en un même point. 

Prenons pour axes le côté AB et la per- 
pendiculaire CO. Il faut démontrer, comme 
t ci-dessus , que les deux droites AP et BQ 
coupent l’axe des y au même point , 
ou qu’elles ont la même ordonnée II l’ori- 
gine. 

Soient OA=m, OB=n, CO=A. 


fï . 


APPLICATIONS. 


«f. 


L’équation de BQ qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point B dont 
les coordonnées sont x= — n et v = 0, sera donc 


™/ , 1 
y=-ï(»+ ”!• 


[21 


Si, dans les équations [1] et [2], on fait «=0 pour avoir l’ordonnée à l’ori- 
gine, on trouve» 

y- 


nin 

'IT’ 


Les perpendiculaires AP et BQ coupent donc la perpendiculaire OC en iiu 
même point K. On voit, de plus, que la dislance OK est une quatrième pro{>or- 
tionnelle aux longueurs OC , OA et OB. 

Beuarque. Ceci suggère une démonslralion géométrique du théorème. Kn 
-effet, soit K le point d’intersection de AP avec CO; le triangle 60K esl sembla- 
ble au triangle BQA, qui est lui-mémesemblable a COA ; on a donc , 

■ OK_OA 

BO^OC’ 

Soit K' le point dinterseclion de BQ avec CO; le triangle AOK' est seiublablp- 
au triangle APB, qui est lui-mème semblable è COB; on a donc 

OJt'_OA 
BO "■ OC' 


OK' 
OA ' 


BO 

'oc 


ou 


Comparant célle proportion à la première, on en déduit OK'=OK. Donc AP 
et BQ rencontrent CO en un même point. 

Le lecteur pourra s’exercer à démontrer les théorèmes suivants : 

Le» perpendiculaire» ûnées sur les milieux des côte's d'un triangle concourent 
en un même point. 

Les bissectrices des angles d’un triangle concourent en un mime point. ' ’ 

Si, d'un point pris' dans l'intêritp^d'un losange, on abaiise des perpendi- 
culaires sur ses eitês, la somme dtp^tisàtre perpendieufssires est constante. ^ 

Les bissectrices des angles forpltk'^r les prolongesnents des côtés opposé 
d’un quadrilatère inseriptible , sont perpendiculaires entre elles. •“ 

Si, par les sommets d’un triangle ABC, on mène trois droites AH, BI, CO, qui 
se rencontrent en un point quelconque M dans riiitérieur du triangle, on -auraja 
relation i. . en». 

Étant données trois droites con- 
courantes OX, OY, OZ (fig. Il), 
s-i l'on mène d. l'une d’elles une 
parallèle AB, et qu’on prenne 
IB=IA , toute droite BCDM menée 
par le point B ainsi obtenu, sera 
dirisée harmoniquement aux points 
C et D, c’est-à-dire qu’on aura la 
proportion 

BC _ I M 
SC ~ DM' 

72. rxemplet 4e lleax séoaaèlrlqnes. I. Troui er leliev de» points tels, 

5 
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çue la différence entre les distances de chacun d’eux d detadrailas fixes soit une 
quantité constante. 

Prenons les droites fixes pour axes ; soit 6 l’angle qu’elles font entre elles. 
Les dislances du point (x, y) à l’axe des x et à l’axe des y seront respective- ' 
ment ( 69 ) . ' 

P = y sin 6 et P* = I sin #. ' . . - . 

Par conséquent, en appelant C la constante donnée, on aura 


ÿsin6 — xstnS— C ou + 

équation d’une droite parallèle à la bissectrice de l’angle YOX. 

li. Éfant données deux droites fixes OX et OY, et un point fiscs P (fg. . 

Y# le pfon de ces droites, on mine par c« po^ deux 

u/ P sécanlei qùfIconqueiP'CA, PI)B ; on;ointÀDel CB; 

on demande le lieu du point I od les droites de jonc- 
tion se rencontrent. 

Prenons pour axes les droites fixes OX , 
oy, et- soient a et p tes coordonnées' du point 
'•X Pc . • ‘ • 

-7 Y L’équation de la droite PCA est de la forme 

' y — p='m(x — a), et, en y faisant alternative- 

ment X = 0' et y = 0, on trouve 



Fig. 4». 


OC=râ — ma et OA: 


m 


On a de même, pour une seconde sécante PD6 , 

OD = 8 — m'a et OB = î^^ 
Maintenant, l’équation de AD est 


J' +^:=t 
OD ^ OA 


+ : 


el l’équation de CB, 
V 


X 

ôc 


ou 


P — m'o • ma — 


y 


(t — ma m'a — 


I, 


, = I • 


Si l’on retranche ces équations membre è membre, qu’on fasse disparaître les 
dénominateurs et qu’on réduise, on obtient 

■ - ■ (m — m')(ay + px)=0, d’où y——^x, 

équation indépendante de m et de m', et qui est par conséquent l’équation du 
Iteu.Un voit que c’est une droite qui passe par l’origine. Pour la construire, il suf- 
flt de mener PP' parallèle à OX, de prendre P"!! = PH, et de joindre OP'. 

• Le point P est dit le pôle de la droite OP’, et celle-ci est appelée la polaire 
du point P. 

III. Un triangle OAB (Sg. 43 ), dont un sommet O est fixe, tourne autour (fe ce- 
sommet en rariant de grandeur, mais en restant semblable d lui-méme; si le 
sommet A décrit une droite HL, quel sera le lieu du point B? 


Digilized by GojSgle 


APPLICATIONS; 67 

Prenons !e point O pour origine, Pane des * pamPèle A HL, el l’axe des y 
perpendiculaire A l’axe des *. Soient tang AOX=a, t3ng60X=b, lang AOB=m, 



OH=A,et ^=5,- d'où 06=8. OA, ou bien 


v'x>+s'=Sv'OH’ + AH*=Sy/h’ + i' = Ay/| + i. 
L’angle AOB étant la différence des angles AüX et BOX , on a 


o — b ,, , b + m 

>n= . , .V 1 d ou o = 


’t + ai ' 


l-im” 


V y 

ou, comme b = - , 

X 


a=L+!5f et 

* — my a y + mx 



Mettant cette valeur dans la relation [1] , on oblient 

V(y +»>»)’ + (» -»nÿ)’ _g^ v/(»= + y’ A + 

y+mx y+»ix ' 


Faisant disparaître le dénominateur , et divisant les deux membres par 
v^x" + y’ , ce qui revient i supprimer la solution algébrique x’ + y’=0, étran- 
gère à la question, il vient 

y -|-mx = 6hv'l -f m’ ou }/ = — mx + 6h^\ + m-. 

C'est l’équation d’une droite qui fait , avec la partie positive' de l'axe des x, 
un angle égal au supplément de l’angle constant AOB. Pour construire l’ordon- 
née, à l’origine, il suffit évidemment de faire l'angle HOA' égal à AOB, et de 
prendre OB' =5 .'OA'. 

Si l’angle AOB était nul, on aurait m = o, et l’équation du lieu se réduirait à 
y = 8A, ce qui représente une parallèle à HL, comme on devait s’y attendre. 

Si l’angle AOB était droit, on aurait m = ac, et, en divisant préalablemenl 
l’équation du lieu partn, el faisant ensuite m infini, on trouverait 

0 = — X + 8A ou x=tk, 

équation d’une perpendiculaire à la droite donnée HL. ‘ ' ’ ' . 


Digilized by Google 






GÉOMÉTRIK ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. 


IV. Dans un quadrilatère quelconque A6CD (fig. 4A), on inscrit un parallélo- 
gramme l’QRS don! les côtés sont parallèles aux diagonales AC et BD; on de- 
mande le !j>u du point de rencontre M des diagonales PR et QS de ce parallélo- 
gramme. 

Prenons pour axes les diagonales 
du quadrilatère donné. Faisons 

OA = o, OC=o', OB = h, OD = /i'. 
On a t 

BP_BQ 

ÂB~BC'^DC“'DA~’"*’ 

^_CQ_CR_^_, 

AB “ BC ~ CD AD 
et.parsuite, m + m',= l. J[l] 

Les points P, Q, R, S auront res- 
peclivemenl pour coordonnées : 

P, Q, R, S. 

x = ma, x=z — ma, x — — ma', x = ma, 

y = m'h, g = m'hr y= — m'h', y = — m'h'. 

Par suite, l’équalion de PR est 


y — m'h _ X —nüt 


y — m'h _ X— ma 


m'h + m'h' ino + ma* **** m (o + a^) 


De même, l’équation de QS est 

y — m'h __ X + ma' 
m'h -t- m'h' ~ — ma'— ma 


y — m'h _ i+mo' 

m'(h + h')~ m(a+a') 


les équa- 


Pour obtenir l’équalion du lieu, il reste à éliminer m et m' 
tious [i], [2] et [3]. 

Pour cela, relranchons d’abord [2] et (3] membre a membre-, il vient, en 
supprimant le dénominateur commun, 

2 i — ma + mo'=0, d’où 

si. au contraire, on les ajoute membre à membre, il vient - ' ’ 

2 y— 2 m'h . „ - , W 

”*-}(A-h')’ 

Substituant ces valeurs de m et de m' dans [i] , on a enfln 


x'h-h') + ita-o') 


à l’origine 


Cette équaliou est celle d une droite qui a pour 
4 (a — oOel j(h — h'), c’est-à-dire qu’elle passe par les milieux I cl K des diago- 
uales AC et BD du quadrilatère proposé. 

V. Le lecteur pourra s’exercer sur les questions suivantes : 

Trourer le lieu des points tels que les distances de chacun d’eux d deux droi- 
tes fixes sont dans an rapport constant. 


W*‘ 


H»W! 


l >*JI 


» 
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Troucer le lieu du sommet de Pangle droit d'une équerre, mobile dans son 
plan, et dont l’hypoténuse est assujettie à s’appuyer, par ses extrémités, sur 
deux droites rectangulaires. 

Étant données deux droites OA et OB et un point P, on mène par ce point 
une sécante telle que PIC, on fait l’angle BIM=U1P,«( i'on prend iM = IC; on 
demande le lieu du point M. 

Dans un quadrilatère quelconque ABCO , on inscrit un trapise PQRS dont les 
bases PS et QR lonl parallèles à l’une des diagonales BD; on demande U lieu 
du point de rencontre M des côtés non parallèles de ce trapèxe. 

73. .Ippllcalions A l’élude de pluaieuru phéuoménen physlqaen. 
On a TU , aux n” 1 7 el 21 , comment on pouvait représenter par une courbe 
la loi, matliématique ou empirique, qui lie entre elles deux variables ; el il peut 
arriver dans certains cas, qu'au lieu d’une courbe on obtienne une ligne droite. 

C’est ce qui arrive (llg. 8, pl.] pour la clialeur latente de la vapeur d’eau en 
fonction de la température; elle est représentée par une ligne droite. Il est facile 
alors d’obtenir la loi matliématique qui lie les deux variables. Si l’on appelle 
y la ciialeur latente, et x la température, on voit que pour x=0 on a 
y = 007,8, el que pour z=:230i on a y =413,9 ; il reste donc h trouver l’équa- 
tion de la droite qui passe par les deux points dont nous venons de donner les 
coordonnées. En appliquant la formule du n° 63, on aura donc 


y— 907,8 


a — 0 


007,8 — 442,9 0— 2ii0* 


OU y = — 0,7I7Ji +007,8, 


formule qui représente avec une exactitude suflisanle les résultats de l’expé- 
rience. 

Pareille chose arrive encore (flg. Il,pl.) pour la solubilité du chlorure de 
potassium el du chlorure de sodium en fonction de la température. En appelant 
toujours X la température, el y la solubilité du premier sel, ou la quantité de ce 
sel dissoute dans 100 [lartics d’eau en poids, on voit que pour z=0 ona y = 29, 
el pour z=i20*, y = 63,2; la loi de solubilité de ce sel sera donc exprimée par 
la formule 


y — 29 


I — 0 


29 — ü2,2 0 — 120 


OU y = 0,27CC.i + 29. 


Un trouverait de même pour le second sel , 


y =0,041671 + 35,5. 

Keii.vRui’E. Dans ces exemples, el dans tous les exemples analogues, le coef- 
ficient angulaire de la droite montre comment la fonction y croit ou décroît 
jiendanl que la variable x augmente. S’il s’agit, par exemple, de la solubilité 
du chlorure de sodium* le coelTicienl angulaire 0,04167 de la droite qui la re- 
présente étant positif el très-faible, on en conclut que la solubilité croit lente- 
ment lorsque la température augmente. Pour le chlorure de potassium, le coef- 
ticient angulaire étant 0,3766, on voit que la solubilité croit d’une manière plus 
rapide. Pour la chaleur latente , le coefficient angulaire étant négatif, —0,717, 
il en résulte qu’elle décroît lorsque la température augmente. 

74. L’ordonnée d’une droite inclinée sur l’axe des x pouvant passer par tous 
les états de grandeur, depuis l’infini négatif jusqu’à l’infini positif, il en résulte 
qu’une droite ne peut représenter d’une manière rigoureuse les lois d'un phé- 
nomène qu’aulanl que les grandeurs considérées peuvent passer aussi par tous 
les états de grandeur. Or, c’est ce qui n’a pas lieu eu général, et la loi d’un pbé- 

\ 
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nomèae se peut, le plus seureol, être représentée par une droite, que dans use 
certaine étendue. Prenons pour exemple la formule 

V = V|.{1 + ol) > . 

qui représente, d'après Gay-Lvssee; la loi suivanl laquelle varie le volume d’un 
gar en fonction de la température (la pression restant ta même). Dans eelte for- 
nwle, Vt est le volume à la température 0, V est le volume A la température i,^ 
el a est leeeefficient de dilatation, qui pour l’air est égal A 0,00367. 

Celle équation étant du premier degré en V et t , peut être remplacée parune 
ligile droite, en prenant i pour abscisse et Y pour ordonnée , et il est facile de 
voir que cette droite serait ineUnée sur l’axe des t. Elle couperait cet axe pour 
-| 

t=-~ -, et passerait au^essous pour des valeurs de ( algébriquement inCérieu* 

res, c*est-A4ire que le volume V du gaz pourrait devenir nul et même négatif, 
ce qui est évidemment absurde. Cette remarque suffit pour faire voir que la loi^ 
de dttalation des gaz, exprimée par Téqualioa ci-dessus, n’est vraie qa^entre.. 
certaines températures, et quece n'est par conséquent qu’une loi approximative. 

Il B*en est pas de même de la loi du mouveroenl uniforme dYm point sur une 
droite : . . 

e = r, -bff., • 

équation dans laquelle e, est la distance du mobile A l’origide lorsque (=0, t sa. 
distance A l’origine au haut du temps (, et v la vitesse du mobile, ou l'espace 
qu’il parcourt dans l’unité de temps. Comme il ne s’agit Ici que d’une cobcep- 
tionde l’esprit, et que rien n’enfpécbe de prolonger le mouvement indéfiniment 
par la.pensée, soit avant ( ==0, soit après, et que le mobile peut occuper toutes 
les positions A droite ou à gaucbe de l’origine, il s’ensuit que l’équation el- 
dtssus exprime d’une manière complète la lot du mouvement considéré. 

Celle équation étant du premier degré en e et t, peut être remplacée par une 
ligne droite, ee prenaat ( pour «bscisse et e pour ordonnée ; et cette droile, qui 
peut avoir des poàUoos très-diverses suivant la grandeur et le sigae des quaati- 
téi q, et e, représentera aussi d’une manière complète la loi du mouvemeut dont 
il s’agil. 

7S. On peut obtenir par la géométrie les solutions communes A deux équa- 
tions du premier degré A deux inconnues. En effet, si l’on considère dans cha- 
que équation les inconnues comme des variables, chacune de ces équations re- 
présentera une droile , et les solutions, communes aux deux équations ns seront 
autre chose que les coordonnées du point communaux deux droites. En discu- - 
Jant sous ce point de vue le système des deux équations 

a« -I- tg = c et a'x b'g = c', . _• 

n retrouverait toutes les circonetances de la discussion qui a été faite en algè- 
bre élémentaire *. Nous conseillons cet exercice aux élèves, mais nous ne nous 
y arréleroas pas. 

AUis suppoeODS que sur une même droile se meuvent deux points matériels . 
dont le mouvement soit exprimé par les équations retqtecUves : 

« =■ r, -f- rt et e = e,' e'f; 

le problème qui consiste A déterminer le lieu et l'instant de leur reneootre 
pourra être résolu en cherchant l’intersècljon des deux droites représentées par 


* Voir notre Àlgèlm élémentair* , V édition , pages 100 et sniv. 
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ces deux équations, et la discussion de ce problème géométrique reproduira 
toute la discussion du problème des courriers*. 

Si l’on avait trois mobiles au lieu de deux, et que l'on proposât de trouver la 
condition nécessaire pour quils puissent se rencontrer en un même point au 
inème instant, ce problème reviendrait à chercher la condition pour que les 
droites représentées par les trois équations 

e=:e, + ïl, e = e,' + ç’J e = e,' + r*/ , . 

aient un point commun. Enappliquant la règle du n* M, on trouverait 

. • ■ t ' ■ ' ' ' . * w ‘ 

e— e* _ e, — e," . 

e," ’ ' : ‘ ■ 

\ 

ce qu’on peut exprimer en disant que les vitesses relatives des Seus ntçbiles 
doivent être proportionnelles à leurs distances relatives initiales. 

Cette condition serait remplie, par exemple, pour trois mobiles animés de 
mouvements uniformes représentés respectivement par les équations 

ec= — 20- + 10-1, e= 20- + C-t, e = l20-— 4-t. 

lisse rencontreraient, au bout de lO secondes, à $0 mètres de l’origine, du côté 

posliff. 

7$. L’équation de la ligne droite est' qncore'susceptible d'un autregenre d’ap- 
plications. / 

Supposons que dans un phénomène physique deux variables x et y soient 
liées entre elies par une équation de la forme 

y = OJ- ix— r, ’ [1^ 

et quil s’agisse de déterminer les coefficients a et O d’après un certain nombre 
n d’expériences donnant autant de systèmes de valeurs correspondantes de x et 
de y. Si les résultats de l'expérience pouvaient être considérés comme rigou- 
reusement exacts, il-suffirait de substituer, dans l’équation [f], deux quelcon- 
ques des systèmes de valeurs correspondantes de x et de y fournis par l’obser- ' 
ration, et l’on aurait ainsi deux équations du premier degVé en a et i> pour 
déterminer ces coefficients. Hais les résultats de l’expérience ne pouvant être 
qu’approchés, il pourrait arriver que les valeurs de a et de b, calculées ainsi 
pour deux systèmes de valeurs de x et de y, ne convinssent pas aux autres sys- 
tèmes. On doit donc faire concourir à la détermination de a et de b tous les 
systèmes de valeurs de x et de y qni ont été fournis par l’expérience. Voici 
comment on procède ; ’ 

Divisons l’équation [t] par x— r, ce qui donne 

• . , . . 
et posons xe=:\ et = 

d’où Y = oX -b b. [2] 

Ayant n systèmes de valeurs correspondantes de x et de y, on .en déduira n sys- 
tèmes de valeurs correspondantes de X et de Y. 

Cela poeé, traçons dans un plan deux axes rectangulaires, et construisons les 
n points qui ont pour coordonnées par rapport à ces axes les valeurs de X et 


* Voir notre Algèbre ilémeHtàire, pages t03 «t soiv. 
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de Y. L’éqiialion [2] étant du premier degré en X et Y, tous les points ainsi ob- 
tenus devraient être en ligne droite si ies résultats de l'expérience étaient ri- 
goureux. Ceia n’arrivera pas en général; mais ces n points s’éloigneront peu 
il'une ligne droite (autrement l'équalion [1] ne représenterait pas avec une exac- 
titude 6uffi.sante les données de l'expérience). On prendra alors un fil fin que 
l'on tendra par les deux bouts, et on l'appliquera sur l'épure en faisant varier 
sa direction jusqu’à ce que les n points s’en écartent le nnoins possible, les uns 
en dessous, les autres en dessus. On marquera sur l’épure les extrémités du fil 
dans celte position , on mesurera les coordonnées de ces extrémités, et l’on 
cherclicra l'équation dé la droite qui passe par ces deux points.' En la mettant 
sous la forme [2], on aura les valeurs des coefficients a et 6. 

jiette mélliodc a élé employée par H. de Prony dans ses Recherches sur lè 
mouvement des eaux. C'est aussi celle que nous avons employée pour obtenir 
la droite (fig. 8) qui représente les expériences de M. Régnault sur la chaleur 
latente de la vapeur d'eau en fonction de la tem|>érature. 

On l’emploierait encore si la loi du phénomène étudié, au lieu d'ètre expri- 
mée par l’équation [t] , l’était par une équation de la forme 

y = of (*)+*+(*). • 

ç et <)' désignant des fonctions quelconques dont les coeflicienis sont supposés 
CO. mus. En divisant par <t> et posant 

. • ■ ■ V 

on mettrait encore l’équation sous la forme > 

Y = oX + I>, 

et l’on opérerait comme il vient d'élre dit plus haut pour déterminer les coeffi- 
cients inconnus a el è. - • 


CHAPITRE IV. 

DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX VARIABLES^— 
REDUCTION DE CES EQUATIONS A LA FORME LA PLUS 
SIMPLE. 

$ I. CO.NSTRUCTiON DES ÉQUATIONS DD SECOND DEGRÉ. 

.77, Moraae féuérule 4c l’évaatlM 4a see«B4 4cirré. L’équa- 
lion la plus générale du second degré à deux variables est de la 
• forme 

Ay* -f Bxy -|- Ca:* -1- Dy E t -|- F =0. fl] 
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En la résolvant par rapport k y , on olHienl ; - 

i v'CB*— < AC>c*+ 2 (BD— 2 AE)a;+(if— 4 Alk).' 

Posant, pour abréger, , - 

_ =i n. B*— 4AC =p, BD-2AE = î, D*-4AF=r, 

2A . 2A 

J ■ * 

il vient . y = mx-^n±jj^<jpa^ + iqx-^r. [*] 

' Diamètre. La première chose à remarquer, c’est que, si -l'on _ 
construit la droite qui a pour équation 

y^z=mX-\-n, . [^1 

on n’aura plus, pour obtenir les deux valeurs de y qui correspondent . 

à chaque valeur de a;, qu’à ajouter à yi ou à en retrancher la quantité 

^v'/>a:*+2ga: + r. . " 

que nous représenterons par jit- . • j 

Il en résulte que la droite qui a pour équation [3] -divise en deux 
piarties égales toutes les cordes parallèles à l’axe des y. On donne 
le nom de diamètre à toute droite qui divise ainsi en deux parties 
égales un système de cordes parallèles. La droite [3J est donc un 
.diamètre du lieu représenté par l’équation [1]. 

Pour trouver la forme de ce lieu, il faut discuter les valeurs que 
, peut prendre la quantité y*. 11 se-présente trois cas principaux, sui- 
vant que l’on a ' • 

P<0, p>0, P = 0. 

c’est-à-dire 

B*— 4AC<0, B*— 4AC>0, B»— 4AC=0. 


78. Cienre eUtpae. PREMIER CAS : B’ — 4AC<0. Dans ce cas, 
soit p[ la valeur absolue de p ; on pourra écrire 


ou encore 


y. — ^V— p' {X — x";. 


en appelants;' et sr’'les racines de l’équation qu’on obtiendrait empa- 
lant à zéro le trinôme entre parenthèses. 11 y aura trois cas à examiner. 

1“ Les racines x' et x" sont réelles et inégales. Pour que y% soit 
réel, il faut alors que les binômes x — x' et x — x" soient de 
signe contraire, ce qui exige que x reste compris entre xf et x"\ 
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le lieu représenté par l’équation [1] est donc' tout entier compris 
entre les droites parallèles à l’axe des y qni ont pour équations 
2 ; = a/ et x= a/'. Et comme à des valeurs finies de x répondent 
des valeurs également finies de j/j, de y,, et par suite de y, il s’en- 
suit que le lieu dont il s’agit est aussi limité dans le seiw des y. Les 
courbes du second degré limitées dans tous les sens ont reçu le 
nom d’aWipses. - • . • . 

Rkmarques. 1. Pour x=x’ei pour a; = ar", on a y» = O ; l’ordonnée 
de la courbe se réduit donc à yi , c’est-à-dire à l’ordonnée du dia- 
mètre ; les abscisses x' et x" sont' donc celles des points ofi la 
courbe coupe son diamètre. * ■ , 

II. La valeur de y» peut s’écrire 
yt= ^ P' 

La somme des binômes x — a:' et x" — x est constante et égale < 
à x" — x', quantité que nous pouvons supposer positive, car cela 
revient à appeler x" celle des deux racines qui est algébriquement la 
plus grande. Ces binômes sont donc les deux parties d'une lon- 
gaèur constante ;, par conséquent, d’après un tMcarème connu, leur 
produit sera le plus grand possible quand elles seront égales, ce 
qui suppose . _ , . , 

x = i(x' + x"); d’où yi= ^~ — 

Telle est la plus grande t'aleur de y^; elle correspond à l’abscisse 
moyenne entre x' et x". ' . 

Exemple. Soit l’équation 

4ÿ’ — 4*y + îac’— 8y — Î! t4^0 = 0;. • ■_ 

on en tirera jf= i» + 1 (■— *)(» — *)• 



La courbe a donc pour diamètre 
la droite y, = t s 4 - < > elle est 
tout entière comprise entre tes 
droites z=:l et x=S, et la plus 
grande valeur de y, , répondant i 
x=3, e8ly,= l. La forme et la 
position de celle courbe sont re- 
présentées par la ûg. 45. 


T9. 2* Les racines x' ef x" sont réelles et égales. Dans ce cas, la 
valeur de y peut s’écrire 

. . y = wx-f ' 
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• ' 

Oo voit qu’elle ne pent être réelle que pour x-=af, d’où . . . 

' Le lieu représenté par l'équation [1} se réduit donc dans ce cas 
à un seul point. , ■ - ■ ' 

ExnpLE. Seit l'équaUon 

ÿ» + tXÿ + Sx* — 2y — lOa; + 10'=.0î ■ 

' ^ , * 

on en tirera' y = — 2® + i ± (r — 3)V— i » . ' ■ ■ 

équation qui n’admet qu’un seul syslème de valeurs réelFes^ savoir : 

. * = 3, d’où ÿ=— 5, 

el M représente que le point dont ces valeurs sont les coordonnées. " 

80. 3° Les racines x' e<,x" sont imaginaires. Dans ce cas, le pro- 
duit {x—x'){x — x") reste positif pour toutes les valeurs réelles 
de X-, la valeur dej/iet par suite celle de y demeurent donc imagi- 
naires. On dit dans ce cas que l’équation [1] représente une eUipse 
imaginaire, ce qui revient à dire que l’équation n’est susceptible 
d’aucune représentation' géométrique, mais qu’elle offre le carac- 
tère général des elRpses. ’ ^ 

Le point et l’ellipse imaginaire sont dits des variétés de l’ellipse. 
Exemple. Soit l’équation 

• 4y“ — 8iÿ-t-Sx’ + 4ÿ — 3x -1- 2 = 0; 

en la résolvant, par rapport ù y , on trouvera sous le radical la quantité 
— (x" -1- I -l-"!). ' • 

Or, les racines de l’équation x’ -i- r-f- 1 = o sont imaginaires ; l’équation propo- 
sée représente-donc une ellipse imaginaire. 

81. «enre hyperbole. Deuxième cas: B’ — 4AC>0. Dans ce cas, 

i)n peut écrire . 

y=mx-\-n±^\Jp(a^+.^^-x + ^-'j, , 

ou y = ^ P — a/) (a? — jt") > 

en appelant x' et xt' les racines de l’équation qu’on obtiendrait en 
égalant à zéro le trinôïne entre parenthèses. 

1® Les racines x' et x" sont réelles- et inégales. Soit ar" la plus 
grande algébriquement; U faut,- pour que le radical soit réel, 
que les deux binômes x — a:’ et ar — ar" soient de même signe , ce 
qui exige qu’on ait ar-<ar' ou ar>a:". On en conclut que le lieu 
cherché n’a aucun point entre les parallèles à Taxe des y qui 
ont pour équations ar = ar' et x=ar". Mais on peut faire va- 
rier X depuis X = — œ jusqu’à x = x', et depuis x = ar" jusque 
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= s’étend' donc indéfitiiment^ le sens dM 

X positifs dans le 'sens des x né^tifs. D’ailleim, r croissant ' 
indéfiniment en valeur absolue, il en est de même dn'prodàit 
{x — x') ix—x"), et par suite de y,. Donc le lieu s’étend indéfini- 
ment dans le sens des y positifs et dans le sens des y négatifs. Les 
courbes du second degré qui s’étendent ainsi indéfiniment dans 
tous les sens ont reçu le nom A' hyperboles. ‘ . ^ 

Remabqcb. Dans ce cas, comme dans le cas de l’ellipse, lesab- . 
scisses x' et x" sont encore celles des points où la courbe rencontre 
son diamètre; car pour x=x' ou pour x=xf\ on a yi=Q, et par 
suite y = y,. . . 

Euwuc. Soit l’équation 

4ÿ> — larÿ + 8jt>+ 4y— * + fr=0: ' . 

on en lire _ y = * — { ± iv'(i + i)(jr— 4); - ' ' 

* » * 

\ji courbe s’étend indéfiuimènl dans tous les sens; mais elle n’a pas depoinl 
entre les valeurs x=— t et 2 = 4, pour lesquelles elle coupe son diamètre. La 
forme et la position de celte courbe sont représentées par la flg. 46. 



Fig *«■ 

82. 2° Les racines x' et x" sont réelles et égales. Dans ce cas , la 
valeur de y peut s’écrire ^ 

y=;«w:-f nd:^-^v'P’ 

Elle se décompose donc en deux équations du 1" degré 
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et représente pnr conséquent deux droites qui se coupent. Le point* 
d’intersection a pour coordonnées x= a;' et y = mx' + n ; H est si- 
tué sur le dian^^e. 

Deux droites qui se coupent forrnent une des variétés de l'hy- 
perbole. . • 

Exeisle. Soit l’équalion ' ~ • 

V’— -f- Sx’-f ty — 6i 3 = 0; 


on en tire ’ y =2* — 2±(x— i), 

d’où y = 3x — 3- et y =,* — I, 

iqualloas de deux droites qui se coupent au point dont les coordonnées sont 
*=lely = o. • 


85. 3® Les racine^ x' et x" sont imaginaires. Dans ee cas, on 
sait que le produit {x — a:') (a; — x") conserve le même signe pour 
toutes les valeurs réelles de x-, il en résulte que yi et par suite y 
sont toujours réels. La oourbe s’étend donc indcdniment dans 
tous les sens, comme au n° 81, et porte encore le nom A'hypar- 
bole. 

Ce qui distingue ce cas de celui du n° 81, c’est 1° que toutes 
les parallèles à' l’axe des y rencontrent la courbe; 2® que' la courbe 
ne rencontre plus son diamètre , car y, ne pourrait devenir nul 
que pour x = x' ou pour x — x/', valeurs imaginaires; 3° que la 
valeur de yi est susceptible d’ùn minimum différent de zéro. En 

effet, le trinôme a;* -1-2- a; -I — , doilt lès racines sont a;' et .r'', 

peut s’écrire 




' O* I* 

mais, puisque x' et a:" sont imagintures, on a p<C-i le triildme 

est donc la somme de deux qu.antités positives, dont la première 
seule est variable; le minimum du trinôme, et par suite celui de 
' y., répondent donc au cas où la quantité variable est nulle, ce qui 
suppose 


x = — ^ ou X= ‘^{x' ^ x"]. 


Exemple. Soit l'équation 

4 y* — 8*y -f 3*' — 4 y -f- 6x — . 4 = 0 ; 
on en tire ’ y = x 4- ; ± ; Vx’ — 2x + 5- 

La courbe est iudénnie daiu tous les sens; elle ne coupe point son diainèlie; 
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roaU pour 3= I , j, alleiot son minimum, qui est y,= i. La forme «t la position • 
de la courbe sont indiquée* par U fig. 47. 



84. Cienrc pantkole. TROI- 
SIÈME CAS : B* — 4 AC =0. Dans 
ce cas, la valeur de ÿ se ré- 
duit à 


y—mx+n±^y/<iqx -P r. 

Soit x' la valeur qui, mise 
à la place de x, annulerait le 
bindme -f- r ; oette valeur 
sera l’dbscisse du point où la 
courbe coupe son diamètre. 
On podrra écrire 






et ici, il y aura plusiéurs cas à distinguer. 

1° On O q> 0. Pour que ÿj soit réel, il faut que x — x' soit po- 
sitif, ou que X soit algébriquement plus grand que ar*. Si donc 
on mène à l’axe des y la parallèle qui a pour équation x =a?', le 
lieu n’aura aucun point à gauche de cette parallèle (les x positifs 
étant supposés comptés vers la droite) ; mais on pourra faire croître 
X indéfiniment depuis x=x' jusqu’àa;=-f<» . Le lieu sera li- 
mité dans le. sens des x négatib et illimité dans le sens des X po- 
sitifs. •* ' . 

Les courbes du second degré limitées dans un sens et illimitées 
dans l’autre , portent le nom de paraboles. 

ExEavbE. Soit l’équalioa . 
y' - 2«/ -f- - 2 V -f- I -t- 3 =r 0; 
on, en lire y = * -t- 1 ± \Ji — 2. 

La courbe coupe son diamètre au point 
dont les coordonnées sont 1=2, y=3; 
elle n’a pas de points à gauche de la paral- 
lèle a l’axe des y quiapour équationz=â; 
elle est illimitée dans le sens des x positifs. 
Sa forme et sa position sont Veprésentées 
par la 11g. 48. 

8d. 2° O» a q<;0. Pour que yi 
soit réel, il faut alors que x — x' 
soit négatif, ou que x soit algébri- 
quement moindre que x’. Le lieu n’a donc aucun point à droite 
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de la parallèle à l’axe des y quia pour équation x^x", mais il s’é- 
tend indéfiniment du côté des x négatifs, car on' peut faire varier 

X depuis x=x' jusqu’à x = — <» .. C’est encore une parabole. 

_ * . . • * 

Exemple. Soit l’équalioB • - . ^ 

y’ — 2*y+i’— îy + 3®— 1 = 0; .* * 


on en lire 


ÿ = * + 1 ± V— 'I + 2. 



Fig. <S. 


La aourbe coupe son diamètre au 
point qui a pour coordonnées x=i 
et y=a; elle n’a pa^de points ^ 
droite de la parallèle à l’axs'^esar 
qui a pour équation j;=2; elle est 
Illimitée dans le sens des x négatifs. 
Sa forme et sa position sont repré- 
Motées par la flg. 49. 

- 86. 3* Ott aq=O.Daas ce 
cas, la valeur de y se réduit à 

y = mx-i-H± . 


si r est positif, l’équation représente deux droites parallèles au dia- 
mètre ; ' • , ' , 

- ^ y = ,nxf(n+^'^ k y = 

Ces droites se confondent si r=0, et se réduisent au diamètre 
luf-méme. Elles sont imaginaires si r est négatif. ^ - 

Deux droites parallèles, réelles ou imaginaires, ou une seule 
droite réelle, sont des variétés de la parabole.' 

Exemple. Soient les équations : < ' 

y’ — 23Tÿ +»•— 2y +2 t = 0, ’ . • . 

y» — 2«ÿ +a*— 2y +2*+ 1 — 0, , 
ÿ“ — 2*y +i“ — 2y + 2»+^2 = 0; 
on en tire respectivement 

y — x + 1 ± I, , _ 

y = X + 1 ± 0, 

y = I + 1 ± I. ■ ■ 


l.a première représente deux droites parallèles; la secondé, une seule 
droite; Id troisième, deux parallèles imaginaires (ce qui revient à dire qu’elle 
n’est susceptible d’aucune représentation géométrique , mais qu’elle offre le 
caractère général des paraboles). . 

87 r Ct«a OIS le carré d’orne variable maaque dans l’éqaatioa. 

AMnoptotêa. Nous avons supposé jusqu’ici qu’aucun deâdeux ter- 
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mes en ^ et en ne manquait dans l'équation proposée. Suppo- 
sons que l’un de ces deux termes manque, et que l’on ait, par 
‘ exemple, A =0. Dans ce cas, on tire de Téquation [1] 

— Ca;* — Eaf — F . 

BÎT-f D ’ • ’ 

et, en effectuant la division autant que possible , en désignant {>ar 
Mx 4-^ le quotient , et par R le r^e , 

y ' ÿ = Mar+N-f 

'ou , en posant 

y, = Ma:+N et 

y=yi+yi- 

On voit que si l’on construit 1a droite représentée par yt=Mar-f-N, 
pour avoir les valeurs de' y correspondantes à chaque valeur de x, 
il n’y aura qu’à ajouter algébriquement à tjx la valeur de la fonction 
ys. Or, en faisant varier x depuis l’infini négatif Jusqu’à l'infini posi- 
tif, cette fonction passera par tous les états de grandeur; carde la 
relation 

R ,, , R D. 

y«=-D — i~n on hre z = ô s> 

Bx-f- 1) . By, .B 

il y a donc toujours une valeur de x correspondante à une valeur 
donnée de 

11 suit de là que le lieu représenté par l'équation [1] dans le cas 
qui nous occ upe est illimité dans tous les sens ; c’est donc encore 
une hyperbole.' 


' • Rsmabqi'es. 1. La courbe s’approche indéfiniment de la droite 

R 

yi = Mx N ; car la fonction ou y, peut prendre des va- 

leurs aussi petites qu’on le voudra pour x suffisamment grand, soit 
positivement, soit négativement ; et elle devient nullepourx= — ao 


et pour X = + « . Cette droite, dont la courbe approche ainsi indé- 


finiment dans les deux sens, est ce que l’on nomme \xx\ii asymptote 
de cette courbe. 


II. Elle s’approche aussi indéfiniment de la droite qui a pour 
équation 

Bx -|- D = 0 ou X = — 

Kn effet, si l’on fait ’ . • . 

' D a 

X = — B ^ g ’ ou , ce qui revient au môme, Bx -f- D = ±: a, 
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et l’on voit qu’en prenant a de plus en plus petit numériquement, 
on obtient pour .ÿ, des valeurs de plus en plus grandes, ce qûi cor-* 
respond à des points qui s’éloignent de plus en plus de la droite 
>Ji = Mj;-|-N, soit dans le sens des y positifs, soit dans le sens 
des y négatifs, mais qui s’approchent de plus en plus de la droit(! 

•c = — g. Cette droite est donc une seconde asymptote de- la 
courbe. , • " ^ 

Exemple. Soit réqualion. ^ ’ 

2a:ÿ i»— 2ÿ — .3 j(— I = 0; . . 

— I’ + 3* + 1 


on en. lire 


2i — 2 . 


— — J® -f t + 57 * 


2;æ — IJ 


U courbe ést illimitée dans tous les sens et s’approrbe indétloiment des deux 
tIroUcs qui ont pour é<|uatioas • ^ ' 


y=-\x-\-\ 



Fig. 50. 

(Mx -}- N) {Bx -j- D) 


La forme et la position de' 
cette courbe sont indiquées 
par la flg. 50. ' 

8ü. Pvous avons sup- 
posé dans le numéro pré- 
cédent, que la division du , 
trinôme ^Cx* — Ex — F 
par le binôme Bx 8 
donnait un reste R diffé- 
rent de zéro. Si ce reste , 
était nul^ie trinôme serait 
exactement divisible par 
le binôme ; on pourrait 
donc écrire 


ou ■ Bx,-f D; {y — Mx — N) = 0, 


Bx-t-D 

équation qui se "décompose en deux autres : 

Bx-t-D=0 et y = Mx + N.’ 

Le lieu, dans ce cas, se composerait donc de deux droites qui se 
coupent, ce qui est, en effet, une variété, de l’hyperbolç. 

11 est à remarquer que ces droite&sont précisément les asyniptotes 

6 . 
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do la courbe obtenue dans l’hypothèse d’un reste R différent de 
zéro. 

On dit, à cause de cela , que , dans le cas actuel, la courbe se ré- 
duit à ses asymptotes. 

— *♦***• 

K\e>ipi.e. Soit l’équation 

Jiy + *’ — 2ÿ — 3* + 2 = Oj 

• . » * 

• 2 

on en tire y = = , 

La division se Taisant exaclemeat, le premier' membre de l’équation proposée 
se décompose en deux facteurs, et l'on a 

.(y + i*-l)(2i-2)=0f 

ce qui donne les deux droites représentées par les équations • 

y=— Jr+l et.a!=l. ' ■ . 

Ce sont les «ymptotes de la courbe représentée par la flg. 50. 

80. RéeapituiatioB. En résumé, l’équation du second degré à 
deux variables peut représenter trois genres de courbes.. . 

. Les courbes du 1" genre; 'caractérisé par la relation B* — 4 AC <0, 
sont appelées ellipses; elles sont limitées dans tous les sedS. On 
peut obtenir comme variétés de ce genre un point ou une ellipse 
imaginaire. > 

Les courbes dU‘2* genre , caractérisé par la relation B* -—4 AC >0, 
sont appelées hyperboles; elles sont illimitées dans' tous les sens. 

Ou peut obtenir, comme variété de ce genre , deux droites qui se 
coupent. ' 

Les courbes du 3' genre, caractérisé par la rélation B’ — 4 AC =0, ' 

sont appelées elles sont limitées dms un sens et illimi- 

tées dans Fautre. On peut obtenir, comme variété de ce genre, deux 
droites parallèles, ou une seule droite, ou deux, parallèles.imagi- 
naires. ’ 

Remarque. Le cercle est compris dans le genre ellipse, puisque 
' c’est une courbe' du second degré (8) limitée dans toits les sens!. 

Exemple. Le lecteur pourra s’exercer à consiruire les lieux géométriques re- 
présentés q>ar les équations suivantes : _ ' 

36y" + 72iy + 37ar’+ï — 6 = 0, 

• ‘ ISy*— 32iy 4- n*=:-«y +3«* + 25 = 0, 

Axy + 5af’’+. 4y— 6x + 9 = 0, 

36y’ — 24jry+ 3*> + ’!2y — 19* + 30 = 0, 

_ * 65 =+ n*y — S** — 24y — 20* — 12 = 0. . 

4y*“~ 9*11+ 9** — * — 1=0, 

r ^ y>— 4*y +-4*»+ 2y— 5» + 2 =0. ’ • 
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y'— <»y -K4«* + îÿ — 3» = 0, 

4ÿ’— 4*y + a» — 4ÿ + 2* — 4 =0, 

4y* — 4»y + a? — 4y + 2*+ 1 = 0, , , 

4ÿ’ — 4ay 4-jr' — 4y + 2i + 6 = 0, -• • 

» Ixÿ — -t- 4y-;^ 4 

ay — ** — y + 1 — 

ÿ> — 2ry + Sa* — 2y + 2i — ,3*=0. ' , • -, 

§ 2 . BÉDGCTION DB l'ÉQUATION DU SECOND' DEOBB A LA FORME LA PLI S 
SIMPLE PAR LE CHANGEMENT DES COORDONNEES. • 

00. lËTanonUBement da rectangle des rarlables. En changeai! t 
d’axes coordonnés, on introduit dans l’équation d’une courbe nn 
certain nombre d’indéterminées dont on peut disposer ensuite pour 
faire disparaître un certain nombre de termes. Nous allons appliquer 
cette méthode de simplification à l’équation du second degré. 

- Nous pourrons toujours supposer que les axes primitifs sont rec- 
tangulaires; car s’ils ne l’étaient pas, on pourrait passer du sys- 
tème oblique primitif à un système rectangulaire , et cette transfor- 
mation n’élèverait point le degré de l’équation (S3). 

Changeons d’abord la direction des axes, sans changer l’origine, 
et supposons que le second système d’axes soit rectangulaire comme 
le premier. Les formules de transformatioa seront 

a;=:a;'cosa-^y'sina et y = x'sina-f-ÿ'côsa’. 

En substituant ces valeurs dans l’équation 

' “h C i’ - f- Dy -|-Ex-j-F = 0,'' [1.1. 

on obtient 


A .CDS’ al 
' — BsinacoS'a 
-)-Gsia>a 


y'*-t- 2 Asinacosa| 
+ B cos’ a 
— Bsia’a 
— 2 C sin a cos o! 


ï'y'jfAsin’a 
-t-Bsin«cosa 
4- C cos’ O 


|ï^+Dcosoy'-(-DSinajx'-t-F= 0 . [ï 
— Esina -t-Eco&a 


On peut disposer de « de manière à faire disparaître le terme en 
x'y' : pour cela il faut poser 

• > . . * 

aàsinotcosa -f^Bcos’a — Bsin’a — 2Csin«cosa = 0, 

B 

ou (A — C)sin2,a-)-Bcos2« = 0; d’où tang2« = 


A cette tangente correspondent les arcs 

• 2 a, îa + ir» 2«-[-3ic, etc.;' 

et , en en prenant la moitié , on aura pour a les valeurs 
. “» a-ffit, etc.. 
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rpii ne donneront réellement qu’un seul Bystèmcr d'axes; mais on 
pourra prendre l'un ou l’autre pour l’axe des x, et compter, sur 
chacun d’eux, les coordonnées positives dans un: sens ou dans le 
sens contraire. 

Connaissant on pourra calculer sin a et cos a, et substituer ces 
valeurs’ dans l’équation [2]. Mais les coefficients de y'* et de Æ * 

)K>tirront s’obtenir d’une manière simple. £n les nommant M et N, 
un a, en effet, 

. • M = Acos*a— Bsinotcosa -1-Gsin*«, 

N = A sin’a -f- Bsin « cosn 4" Ccos*a. 

On en tire .M-1-N = A-|-C 

et M — N==(A — C)cos2«— Bsin2«. . [3] 

On a d’ailleurs 0 = (A — C)sin2s 4~ BcOs2a. 

Ajoutant membre à membre les carrés des deux dernières équa- 
tions, on obtient • . • . 

' (M— N)*=(A-C)*4-B‘, d’où M— N==±y/(A— TZ+B»: • 

Si l’on convient de prendre pour 2 a le plus petit arc. positif qui 
1 ^ 

correspond à la tangente -r p , il est facile de voir que le radical 

dcvi-a être pris avec un signe contraire à celui de B. En effet , 
considérons l’équation [3J : 

Si l’on a B>0 avec A — 0-0, on aura tang2a‘<0; par suite, 
siii2a>-0 et cos2a<0; par conséquent M — N-<0. 

• Si l’on a B>0 avec A — C<;0,on aura taiig2«>>d, sin2a>0, 
ços2a>0 ; par suite, M — N<;0. 

Si l’on a Bc^O avec A — C.>»0; on aura tang2«>>0, sin.2»>0. 
cos 2 «>^6; par suite, M — N>0. • ' ' ' 

Si l’on a B<0 avec A — C<0, on aura tang 2a<0, sin 2»>0, 
c6s2a<;0 ; par suite, M — N>0. , * 

Enfin, si A— C=0, on a tâng 2a = ac , sin'2a=I, cOs2a=^0; et I 

par suite, .M — N = — B. ' _ | 

On voit que dans tous les cas M — N est de signe contràire à B. I 

- Connaissant M-|-N çt M — N, on en déduira immédiatement 
.M et N ; res valeurs seront toujours réelles ; 4a transformation dont 
il s'agit sera donc toujours possible. ‘ 

Ainsi, en faisant, pour abréger, 

Doôsa — Esina=D' et Dsina-t-Ecosa = E', 
l’équatton proposée se trouvera ramenée à la forme • 

, Mÿ'»H-Nifc'*-|-D'y'-|TEV+F=0. .[4] 


f 
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Rbmarovb. Nous n’avons pas fait l’hypothèse B —0, attendu que, 
dans ce cas, l’équation proposée aurait déjà la formede l'équation [4], 
et que dès lors la transformation dont nous nous occupons devien- 
drait inutile. 

èl. La forme [4] convient aux ellipses et aux hyperboles. Pour 
les paraboles, le résultat est plus simple. Eu effet, on a dans ce ca.s 

B*— 4AC=0 ou B'=4AC. 

Remplaçant B’ par 4 AC dans l’expression de M — N ci-dessus, on 
trouve : 

M— N = ±v^(A— C)*-l-4AC=dfc(A-fC), 

et comme on a . M-j-N = A4-C, 

il s'ensuit qiie l’une des quantités M ou N doit être nulle, et l'autre 
égale à A-|-C. Supposons B<0, auquel cas il faut prendre le 
signe -f- devant le radical ; on a N = 0 et M = A -t-C, et il reste 

D'y' EV-f F = 0 . - • [5] - . 

Ainsi , dans la parabole , l’évanouissement du rectangle des va- 
riables entraîne la disparition du carré de l’une d’elles. 

03. IHaparlttoB des termes da premier deg^ré. Reporlons-noUS 
maintenant à l’équation [4] commune aux ellipses et aux hyper- 
boles. Transportôns les a>^es parallèlement à eux-mémes ; les for- 
mules seront " . • ' 

= et • ' 

Substituant ces valenrs dans l’équation [4], on obtient 

My"’ -1- N«"* -f- 2 Mvi ' y'' + 2 Nri x" -f Mr.* Y 

• -1-D' I -f-E' I -|-N;*j 

-1-D',i} = 0. . [«I 

'+EVi . 

• ■ • ' +F ; . 

On peut disposer de I et de r, de manière à faire disparaître let 
termes du premier degré en x",et y". Pour cela, il faut poser - 

2Mri-|-D' = 0 et 2N;-|-E' = 0; 

D* E' ' 

d’où ’>=“2M 

A l’aide de c^ valeurs, l’équation [&] devient 

• My"*-|-Nx'*-1-P=’0, - . L’I 
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é;]UBtion dans laquelle 


P = F — 


ÇÜl 

4M 


4 N' 


})ô. La règle qui sert à reconnaîlre les ellipses et les hyperboles 
peut être appliquée directement à l’équation [7j. Mais il n’est peut- 
être pas inutile de fake voir que non-seulement la quantité B* — 4 AC 
ii’a pas changé de signe par les diverses transformations qui ont été 
effectuées, comme on devait s'y attendre, mais encore qu’elle a 
conservé sa valeur numérique. En effet,' on a 

• 4 MN = ( M -f N)* — (M - nV= (A -f O* — (A — C)* — b* 

. ’ =4AG-B*; 

p;u' conséquent, O — 4MX = B* — 4 AC. 

.M et N seront donc de même signe ou de signes contraires, suivant 
que réquajion proposée représentera une ellipse ou’ une hyperbole. 

1. Éqnaiioit simpiuée de l’cUipac. Dana lo premier cas, on 
pourra toujours faire en sorte, en changeant tops les signes au be- 
soin, que M et N soient positifs. ' • 

Si P est négatif et égal à — F, on pourra poser ' ■ ' * 

M_ 1 ■ N_ 1' ' *• • 

■ • P' — ** 

et en divisant l’équation par P', et supprimant les accota de x 
et de y, elle prendra la forme 



a* 6* ~ 


1 . 




Dansie cas. où l’on aurait a = b, cette équation représenterait un 
cercle. 

Si P est positif, l'équation [7] n’admettra aucun système de 
valeurs réelles pour a; et y ; et elle, représentera une ellipse imagi- 
naire. 

Si P = 0, l’équation ne sera satisfaite que par «=0 et y =^0, et 
'représentera par conséquent on point: l’origine (nouvelle) des 
coordonnées. 


II. t^qasUon ■ImpUflée de l’hyperbole. Dans le second cas, 
on pourra toujours faire en sorte que M soit positif. Alors, si P ^t 
positif, on pourra poser 


“-i et ? 
P ~ ' P 
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et, ea divisant l’équation [7] par P, et supprinumt les accents, oii 
obtiendra . 


î! _ — I 

a* , 6’“ 


[9] 


Pour a; = 0, on a y imaginaire, et pour y =0, on aa;=±a; ainsi, 
dans ce cas, l’iyperbole xencontre l’axe dés x, mais ne rencontre 
pas l’axe des y.- ^ • 


Si P est négatif et égal à —P', on pourra poser 


M_1 N__L 

. P'” o” 


et, en diviœnt l’équation [7] par P'/et sjq)|)riinant les accents,^ 
obtiendra 



[ 10 ] 


Pour x = 0‘, Oïl» y b, et pour y = 0, on a a; im^iiiaire; 
ainsi,- dans ce cas, l’hyperbole rencontre Taxe des y, mais ne ien- 
contre pas l’axe des x. . ' • ■ . 

Si P=0, on tire de l’équatjon [7] 



valeurs réelles, puisque M et N sont de signe contraire: l’équation . 
[7] représente donc alors deux droites qui se coupent à l’origine des 
coordonnées. 

94. ÉqMtioB simplifiée de la parabole. ' Considérons mainte- 
nant l’équation : 

My'>-fD’y'-l-É'â;'-l-F = 0 . . ; 


qui convient aux paraboles. Transportons les axes parallèlement à 
eux-mémes, en posant 

. x'=>=a^-^\ et y' = y" + 7,. 


Ces valeurs, substituées dans l’équatwn précédente, lui font pren- 
dre la forme . 



On peut disposer de ? et de tj pour faire disparaître le terme en y" 
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(>t le terme indépendant des variables. Pour cela on posera d'abord 


2Mïi-(-D' = 0, d’où r) = — 


2M’ 


puis M»)*+D'»i 7 t-E'î-f-F= 0 , d’où ? = — ^ ^ t 


ou, en mettant pour sa valeur, 


t — 


D-*— 4MP 
4ME' . • 


A l’aide de ces valeurs, l’équation [12] se trouvera réduite à la 
forme 

My">+-EV=0, 

E' 

et, si l’on pose jg = — ip et qu’on supprime les accents de a " et 
de y", on en tirera enfin 

y* = îpx. . [13] 

Si P est positif, l’équation représentera une parabole qui s’étend 
vers les x positifs; si p est négatif, ce sera une parabole s’étendant 
vers les. a: négatifs. Si p = 0, ce sera une droite, l’axe des x jui- 
raémc. ' 

Oit. Il pourrait arriver que le changement d’axe qui a fait dispa- 
raître à la fois le terme eii xij et le terme en x*, fit aussi disparaître 
le terme en x-, c’est-à-dire que l’on eût E's=0. Dans ce cas, l'équa- 
tion est réduite à la forme 

My'*-(-D'y' + F' = 0. 

On pourra, dans ce cas, transporter l’axe des x parallèlement à 
lui-méme, en posant, ' ' . 

= + 

ce qui donnera 


' M/’-fD' 
-f2M/. 


+ DV, 
-fF'. 

‘ O T posera D' -f* 2 Mv; = 0, d’où r, = 


+ DV, =0; 
-fF'. • 


_d; 

‘2.V1’ 


et en substituant cette valeur dans l’équation , on la ramènera à lu 
forme . ' ' > 

M.r-fQ = 0, . : 


dans laquelle 


» 4MF— D'»_ 
4*1' •- 
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> 

On peut toujours supposer que M soit positif; on tirera donc de 
l’équation , en supprimant les açccnts de ÿ'. 



Si Q est négatif, l’équation représentera deux droites parallèles à 
l’axe des x. - 

Si Q est positif, ces deux parallèles seront imaginaires. 

Si Q était nul, elles se confondraient en une seule. 

06. itécspitaUiion. En résumé, l’équation générale du second 
degré à deux variables, rapportée à des axes primitifs rectangulaires, 
par deux changements d’axes, se ramène à Pune des trois formes : 

i 

My‘ + Nx* + Pi=0, i/*=2pa:, y = ±yCÿ- 
La première représente 

«nç ef/ÿse, si l’on a .' Ml>0, N>0, PdO, 

vn point M>0, N>0, Pi=0. 

vne elHpte imaginaire M>0, N>0, P>0, 

vne hyperboie rencontrant l'axe desx M>0, N<0, P>Q, 
vne hyperbole rencontrant F axe des y M>-0, N<0, P<0, 
deux droites qui se empent, M>0, N<0, P = 0. 

La seconde représente 

vne parabole s’étendant vers les x positifs, si l’on a • ^^^0, 


vne parabole s’étendant vers les X négatifs - ' p<0, 

une droite ' • • p=0. 

La troisième représente 

deux droites parallèles, s\ l’on a ’ y<0, 

deux parallèles imaginaires . Q>0, 

une seule droite , . ' ’ Q=0. 


Ces différents cas embrassent les trois genres de courbes et toutes 
leurs variétés. 

Pour l’intelligence complète des méthodes que nous venons d'ex- 
poser, il est indispensable de traiter quelques exemples numériques ; 
c'est ce que nous allons foire. 
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97. Exemple d’ellipne. Reprenons l’équation 

4y’ — 4»y + 2a’ — *y — 2l^+ 9 = 0, ' > 

qui a été construite au n° 78. Nous aurons, d’après ce qui précède-, 

tang2a = 4 = 2, d’où log lang 2a = 10 + log 2 = loisOlOSOOî 
par conséquent, ’ 2 a = 6î" 26’ 5",8 et o = 3iM3'2",0, 

'd’où log Sin a = 9,7208524 , log cos a = 9,9297928 

et sto a = 0,525838, cos a = 0,850732. 

Maintenant, on aura - - - ' 

M + N = 4 + 2 = 6, M — N'= >/(♦ — 2j + V = V»= MT214, 
d’où ■ M = 5,23807 et N = 0,76093.' 

' Ensuite D' = — 8 X 0,*850732 + 2 X 0,525838 = — 5,754180 

et E' = — 8 X 0,525838 — 2 0,850732 = — 5,908168. 

5,754180 


On en.dédult 


et 


d’où P = 9 ■ 


5 = 


5,23607 X 2 

5,908168 
0,76093 X 2 ■ 


(5,754180? (5,908168? 


: 0,54947 
: 3,88220, 

= 9 — 1,58089— 11, M834 


5,23607 X 4 0,76093 X 4' 

'^OÛ P= — 4,04’923. ' ' • ' ' 

L’équation de l’ellipse proposée, ramenée à sa forme la plus simpfe, est donc 
5,23607 .y* + 0,78093 . a? *- 4,0i923 = 0 

y* . A ■ * 

. (0,87039? (2,30681? “ . 

98. Exemple d’bypwbole. Soit donnée l’équation 

4y* — 8xy + 3 j?— 4y +6 j — 4 =0, 
qui a été déjà construite au n° 83. 

On trouve, par un calcul tout à lait semblable à eelni du n*‘ 97 , l’équation de 
l’hyperbole proposée, ramenée à sa forme la plus simple, 

7 ,53 1 1 3 !? — 0,53 M 3 X» — 3,99970 = .0 
y’ a? 


ou 


•,= 1* 


(0,72876? (2,744,18?' 

09 Exemple de parabole. Soit donnée l’équation • , 

1 ? - 2ary + I» - 2y + X + 3 = 0 , 

qui a déjà été censtruite au n* 84. - - • . , 

, L’équation de la parabole donnée, tamenéeà ta forme la plus simple, est . 

2y’ — 0,70710.x = 0 ou 9* =2, «,17672. r. 
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IM. Lorsqu'en conslruisant l’^uaUon proposée, comme nous l’aroBS indlqiié 
dans le premier paragraphe de ce cliapilre, on trouve qu'elle représente un 
IKtint, ou une droite, ou deux droites, on ne se donne pas ordinairement la 
peine de la ramener à une forme plus simple. Nous pourrions donc nous dispen- 
ser de donner des exemples de ces dilTérenls cas, mais il est 1)on d'en traiter 
quelques-uns néanmoins, comme exercices, et pour montrer à quel degré d’ap- 
proximation les résultats sont obtenus , ce qu’on reconnaîtra aux termes qui 
devraient disparaître d’eux-mCmes, et qui en général ne s’annuleront pas com- 
plètement. 

Exemple d’an point. Prenons l’équation 

' y’’ + iiy + Si’ — 2ÿ — 10 a: -f- 10 = 0, 
déjà construite au n° 79. Qn trouvera successivement : 
tang2a = l, 2ar=<6«, a = 28* 3(T, sin a = 0,38208 , COS a = 0,92388 , 
,M-fN = «, M — N = —^32 = — 5,65685, M = 0,niS7, N=5,82«i2, 
D’=r— 2."o,92388 -i- 10. 0,38268 = ,1 ,97007 , 

£' = —2.0,38268 — 10.0,92388 =— 10,00416, 


_ ^ 1,97907 _ 


2.0,17157 


-5,76753, Ç: 


10,00416 

2.5,82842 


= 0,85822 , 


P = 10 — 


(1,97907)’ 




4.0,17157 

OU P= — 0,00007, au lieu de P = 0, qu’on aurait dû obtenir, 
Exemple de deux droite* qui ae coupent. Prenons l’équation 
ÿ’ — 4iÿ -I- 3a? -f- 4y — Oi -I- 3 = 0, 
déjà construite au n* 82. On aura-succcssivement : 

tang2« = — 2, 2a= 116’33'54',2^ « = 58‘ 16' 57',9, 
sin a = 0,850732, COS a = 0,525838 , 

M-)-N = 4, M — N = -H >/M= 4,47214 , 

M = 4 ,23607 , N = — 0,2.3607 , 

D' = 4. 0,525838 4-6.0,850732 = 7,207744, ■ 

£' = 4.0,850782 — 6.0,525838 = 0,247900, 

— 7,207744 ; . —0,217900 

■ ’’=T7r;236ôf=-“’‘^'^’ + 

P = 3 — — a _ 3,06902 -f- 0,0«5W ,- ' 

4.4,23607 ^ 4.0,23607 , 

OU P = — 0,00094, au lieu de P = 0, qu’on devrait avoir. 

Exemple de deux droite* parallèle*. Prenoiu l’équation 

p* — 2«ÿ.-4-ai*— 2* -i-J*=0, 
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déjà cooAtruile au n° 88. On aura successi?ement : -- - . 

2 '2 ' * 
tangSa=-, î« = 00*, «r=45*, 8ina = COJa = ^ = 0, 70710, 


M4-N=2, M-Nt=î, M = 2,.N = 0, 

f = -2v^2 = 


,D' = -Î.^ — 2.^ = -2>/2 = — 1,41420, 


E'=-2.^ + 2.-^=0, 
r, = j^ = Y = 0,707 10 , 

L’équation est donc ramenée à la forme 2y'’_ I =r0, d’où 

y* = ± 4- = ± ^ ± 0.''»* fO- 

V2 . 2 

Si l’on avait l’équation 

y’ — 2iÿ + T» — 2ÿ + 2i+ 1 = 0, 

les calculs ne différeraient des précédents qu’en ce que l’on aurait F = I au lieu 
de F = 0; par conséquent, 

_4.2.1— (2v^)* 


Q = - 


-=o 


4.2 

et, par suite, 2y’’=:0 ou y"=0. 

Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples proposés à la fin du n° 89. 


CHAPITRE V. 

DES TANGENTES ET DES ASYMPTOTES. 


'• § 4 . DBS TANGBirTBS. 

|01. DéflnitioBa. Oïl appelle tangente à une eourbe AB(rig. 51 ; 
en un point déterminé M de cette courbe , la limiie MT des posi- 
tions que prend une sécante M5 passant par ce point, lorsqu’on la 
fait tourner de manière qu’un second point d’intersection M' se rap- 
proche indéfiniment du premier. < 

Nous disons un second point d’intersection ; car la courbe peut 
être telle, qu’elle soit coupée en plus de deux points par une droite. 
Dans ce cas , il arrive fréquemment qu’une ménoe droite MT, tan- 
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gcnte en un point M, soit en niéme temps sécante en un autre 
point N. ‘ • 

' ’y ' Soient x' et y' leS coordon- 

^ nées OP et MP du point M , 
' I, et m le coefficient' angulaire 
/X de la tangente MT ; son équa- 

' t'on sera de la forme 




0 / 


y/'^i 

"/ / 

..1 i 

i. 

Kig. 51. 


y — y' = m (05 — a/i, 

et il reste à déterminer la va- 
leur d’un coefficients. 

' 102. Théobème. Le coef- 

ficient angulaire de la tan- 
gente est égal à la dérivée de l'ordonnée du point de contact , 
considérée comme une fonction de son abscisse. ■ 

Menons l’ordonnée M'P', et lirons MQ parallèle à OX; faisons, 
pour abréger, MQ = A et M'Q = A; les coordonnées du point M' 
seront et g' -\-k. Par conséquent, l’équation de la sécante 

-MS qui passe par les points M et M' sera [65] 

g — if ~ X — x' , fi, 

^ = -/T g-'j=j^(a:-x). 


Faisons tourner la sécante autour du point M , de manière que 
M' s’en rapproche indéfiniment; A et A tendront tous deux vers 
k 

zéro , mais le /apport ^ tendra vers une limite déterminée, qui 

n’esl autre chose que m , d'après la définition de [à tangente. On a 
donc 

»i = limite r-, 
n 

Mais k étant j’accroi.'sement de l’ordonnée y correspondant à l’ac- 
croissement A de l’abscisse x', la limite du rapport de ces deux 
accroissements est la valeur que prend la dérivée de' l’ordonnée de 
la courbe, considérée èomme une fonction dè l’abscisse, quand on 
donne à l’abscisse la valeurs' ^ et par süi te à l'ordonnée la valeur y'; 
ce qui revient à l’énoncé du théorème. 

Si l’équation de la courbe peut être mise sous la forme* y = 9 (r) , 
on aura en général , pour le point dont l’abscisse est x', 

.Vinsi l’équation de la tangente en ce poin^ est . , . ’ 

y — y' = 9' (iC')(X— V), . [I] 
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équation à. laqaellé il faut joindre la relation /=<p(«') qui lie. les 
coordonnées du point considéré. 

Prenons pour exemple le cercle dont l’équation est 
V> + *» = 25, ' 

et propoMBS-nous de trouver l’équation de la tangente au point qui a pour 
abscisse x =3 3. On a, dans ce cas, 

V=ç(x)=±^ 25 ir^^ d’où 9'W==F^;==, 

et pour x’ = 3, 

y=9(8)=±4, et 9'(3)=q:5. 

Si Ton considère le point situé au-dessus de l'axe des x, on doit prendre les 
signes supérieurs, et l’équation demandée est 

y — 4 = — i(x— 3) ou y=— jf + V- 

Si l’on considère, au contraire, le point situé au-dessous de l’axe des x, on doit 
prendre les signes inférieurs ; on a 

» + t=U*— *) ou V=5-*— V- 

105. Si l’équation de la courbe ne peut pas être mise sous la 
fomie y = ^{x), soit, en général, /‘(a:,y) = 0 cette équation. 

Si l’on considère y comme tenant lieu de sa valeur en fonction/ 
de te, et qu’on prenne la dérivée des deux membres, en ayant 
égard à la règle des fonctions composées et à celle des fonctions de 
fonctions, on aura 


d'où 


f^{x,y)-^ f\{x, y)y’,=0, 

y) 


y.=- 


r*{x, y}' 


Ainsi ; te eoeffkient angulaire de la tangente s'obtient en divisant 
la dérivée du premier membre de l'équation de la courbe par rapport 
à X par sa dérivée par rapport à y, et en prenant le quotient en 
signe contraire. 

L'équation de la tangente au point dont les coordonnées sont 
t' et y" est donc 

y y> — y') 


ou 


‘ (y— (j;— y')=o. 


[S] 


équation à laquelle il faut toujours joindre la relation f(x\ y') = 0, 
qui lie les coordonnées x' et y'. 


Prenons i>our exemple la courbe dont l’équation est 
y» — Sxy -f x>=0, 
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et ^opotons-oou8 de lui mener une tangente au point, ^ui a pour ^>sci^ 
x=l. Nous aurons 

= — 2y + 3*% f;{x,y) = 3^ — U-, 


et en désignant par y' l’ordonnée qui correspond à x = i , on trouve pour 
réquation de la tangente, 

(y - vO (3 V' - 2) + (» - *') (3 - 2 V') = 0 ; 

à laquelle il faut joindre l’équajion • - 


ÿO_2,/+i=o. 

Cette équation a ses trois racines réelles , et l’on trouve ' 

^=1 et y'=+l^^. 

En prenant, par exemple, y’ = 1 , ob trouve pour l’équation de la tangente, 
(y — 1)(3 — 2) + (x — 0(3 — 2) = 0 ou y=^x+2. 


104. Problèmes relatifs anx taaigentes. Ce qui précède per- 
met de résoudre par le calcul tous les problèmes relatifs aux tan- 
gentes. 

Problème I. Mener, par un point extérieur (x", y"), une tangente 
à la courbe qui a pour équation f (x , y) = 0. 

Soit toujours y') le point de contact ; le point (x", y") étant 
sur la tangente , ses coordonnées doivent satisfaire à l’équation de 
celte droite ; on a donc 

Mais, le point {x\ y') appartenant à la courbe, on a aussi 
/•(a;', y') = 0. 

Ces deux équations détermineront a^ et et il existera' autant de 
tangentes passant par le point donné, qu’il y a de systèmes de valeurs 
réelles de x' et de y' satisfaisant à ces deux équations. ^ 

Comme exemple, proposons-nous de mener, par le point dont les coordon- 
.nées sont y"=0 etx"=i3, une tangente au cercle qui a pour équation 
. se + y= = 25.' 

Les deux éqbatipns à résoudre seront 

(0 — yO- 2y' + (13 — x^. 2x'=0 et . x”+ y’’=2S, 
oi x’’ + y'=— 13i'=0 et x’’ + y’»=25. 

On en tire facilement 

^ »'=H. d’où y'=±ff. 

U y a donc deux tangentes possibles, comme on pouvait le prévoir. 

105. Problème II.- Mener à me courbe dont T équation est 

t{x,y)=0,une,taHgehttparAUéleàimedroitedonnée,y = m\. . 
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La tangente devant être parallèle à la droite représentée par 
ij = mx, son équation sera de la forme 

ij = mx-{-n, 

et il s’agit de déterminer ». 

Soient toujours x' et y' les coordonnées du point de contact, 
réquation de la tangente, en fonction de ces coordonnées, étant . 

y’) +'(^— y *) = 0 


ou 


y- 




f,'(x',ijT ' ' fy\x',y')' 

pour que cette équation soit identique à la première, on doit avoir 


y') 


fy'ix: y’) 
d’ailleurs on a 


= m 


et y' 




y')=o, 

puisque le point de contact est sur la courbe. Ces trois équations 
serviront à déterminer x', y' et ». Il y aura autant de tangentes pa- 
rallèles à la direction donnée, qu’il y aura de systèmes de valeurs 
réelles de x' et de y' satisfaisant à la première et à la troisième. 

Ceci suppose que la direction donnée n’est pas parallèle à l’axe 
des y; si elle lui était parallèle, l’équation de la tangente serait 
•^ == et l’on n’aurait plus que deux équations à résoudre, savoir : 

f'{x\y‘) = Q et r[x\tf) = 0\ 

la première résulte de l’hypothèse m =^x . ' • . 

Comme exemple, supposons qu’il s’agisse de mener au cercle dont l’équation 
est *>-(-ÿ’=25, une tangente parallèle à la droite représentée par l’équa- 
tion y ^x. Les équations à résoudre sont 

2 2 ^ * 
-ÿ^, = S, y' + j^,.*’=n, x'> + ÿ’> = î5. 

On en lire 

■r' = ±if4, d’où y*=±|î, puis n = ±î|, 
valeurs dans lesquelles les signes se correspondent. - . 


lOC. PaoiiLÈME 111. Mener une tangente commune à deux courbes 
dont les équations sont f fx , y) = 0 et (p (x , y) = 0. 

Soit y = mx-\-n l’équation de la tangente commune, et soient 
x', y' les coordonnées du point oit die touche la première courbe, 
et x", y" les coordonnées du point où elle touche la seconde. On 
aura, eu ayant égard au contact avec la première, 

M-»;y'> + »»A(ar',y') = 0, y' = $nx' + n, /(a;', y') = o. 


F 


. 

i 
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et, en ayant égard au contact avec la seconde : 

/)+»«?', y") = 0, y"=mod‘ -\-n, f (*", y’')=0. 

Ces six équations serviront à déterminer les inconnues x\ y\ af, 
y“, m et n. En éliminant af et y' entre les trois premières, puis 
a/' et y" entre les trois dernières, on obtient deux équations en tn 
et n qui déterminent ces inconnues, et par suite toutes les autres. 

Prenons pour exemple les deux cercles représentés par les équations 
»» + !/’= IP et {*— o)» + ÿ’=r’. 

Les six équations à résoudre sont: 

i' + mÿ' = 0, v' = mar' + n, œ'' + y'»=R>, 

(a*— a) + my' = 0, y' = mjÿ' + n, + t/' = r' 

Les trois premières donnent : 

n . mn 




V 


n’=R=(i +m’). 


t+m»’ ~ 1 + m’’ 

Les trois dernières donnent de même : 

.J. - _ i»(» + ma) , ... „ 

, I” — a — — (n + ma)'_r*(t +m*). 


y’ = 


1 + m' ’ - - — 1 + , 

Des deux équations en *n et n , on tire , en éliminant n , 

Rrtr 


m=± 


V^a’— (R±r)>’ 


valeurs dans lesquelles r doit être affecté du même signe au numérateur et au 
dénominateur. Ces valeurs sont au nombre de quatre, comme cela doit être, 
puisque l’on sait qu’il y a en général quatre tangentes. 

Connaissant m, on en déduit immédiatement n=±Rv^i + m’, et par suite 
toutes les autres inconnues. La discussion de leurs valeurs ne présente aucune 
difficulté, et elle reproduit toutes les circonstances connues du problème géo- 
métrique dont nous nous occupons. 

On peut même déduire de ces valeurs la construction géométrique ordinaire. 
Si I|on cherche, en effet, te point où la tangente coupe la ligne des centres, qui 
est ici l’axe desx,on n’a qu’è faire y =0 dans l’équation y = mx-f-n, ce qui 
donne pour l’abscisse de ce point : 


n 

Tri 

ou, en mettant pour m et n leurs valeurs et simplifiant, 

Ra 

®-iï±7- 

Ces deux valeurs de x conduisent à la construction connue. 


h 




§ 2. APPUCATIO.N DE LA THÉORIE DES TANGENTES A LA DISCUSSION 
DES COURBES. 

107, La discussion du coefficient angulaire de la tangente à une 

7 




^ f 


- • 


. 
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courbe fait connaître les particularités les plus importantes de son ' 
cours. 

Si l’on fait croître x depuis une valeur x' jusqu’à une valeur x", 
et que dans cet intervalle le coefficient angulaire m de la tangente 
reste positif, il en résulte que les accroissements A et A sont dej » 
même signe; et, comme h est positif puisqu’on fait croître x, il^ 
s’ensuit que A est aussi positif, et que, par conséquent, l’ordonnée^ 
y croit algébriquement. Si, au contraire, dans le même intervalle 
7?i reste négatif, c’est que h et A sont de signe contraire; et, comme 
h est positif, il en résulte que A est négatif, et que, par conséquent, 
y décroît algébriquement. Ainsi, dans l’intervalle considéré, ta 
courbe s’avance dans le sens des y positifs ou dans le sens des y 
négatifs, suivant que le cocf/icient angulaire de la tangente est 
positif ou négatif. 

Prenons pour premier exemple la courbe dont l’équation est 

V=±iv'*(6 


A 

7 . I 

ê- / 




9i/’4- — 2Al = 0 


nous aurons : 


d’où 

A(3— *) 
m=-i— — 
Oy 


■X), 


L’abscisse X ne peut varier que de 0 à 6. Or, de * = 0 à i = 8, m reste posilif ; 

donc, si l’on ne considère que la [lartie 
de la courBe répondant aux valeurs po- 
sitives de y, on voit qu’elle s’avance vers 
les ÿ positifs. De i = 3âi = e, »n reste 
'Su coiilraire négatif; donc, la courbe 
s’avance alors vers les y négatifs. Ce se- 
rait le conlr-ilre s’il s'agissait de la por- 
tion de la courbe répogdant aux valeurs 
négatives de y. Cette courbe est repré- 
sentée fig. 52. 

Prenons pniirsecond exemple la courbe 
dont l’équation est 



nous aurons : 


1/ = **— + 3, 

fl» = 2(» — 21. 



L’abscisse x peut passer par tous les 
étals de grandeur. Or, de x= — <*> 
ix^i, m reste négatif; donc la 
courbe s’avance vers les y négatifs; 
mais de z=2 A xz= + co, m reste 
positif; donc, la courbe s’avance vers 
les y positifs. Celle courbe est repré- 
sentée flg. 53. 

108. Mena de la concavité. 

Si , lorsqu’on fait croître x de- 
puis x' jusqu’à x", m croit algé- . 
briquement , pn peut d’abord 
en conclure que l’angle a que 


■ 
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' fait ia*tangente avec la peirtie positive de l’axe des a; va en crois- 
sant; car on a, en général (59), 


>!■ 


tanga 


msinS 

-^-mcosô 


sin6 


cos6-f- 


2 ^’ 

n 


_ quantité qui croj^ algébriquement avec m; donc si m croît, « aug- 
mente. Or, de ce que a va en augmentant, on peut conclure que 
la courbe tourne sa concavité vers les y positifs, comme on le voit, 
. .figures 54 et 55. Si, au contraire, m diminue algébriquement, a di- 



on le voit, figures 56 et 57. Ainsi donc, la courbe tourne sa conca- 



vité vers les y positifs ou vers les y négatifs, suivant que le coeffi- 
cient angulaire m de la tangente augmente ou diminue. 

On peut encore présenter cette règle sous une' autre forme. Si 
l’on considère m comme une fonction de x, on. voH, comme au 
numéro précédent, que cette' fonction augmente ou diminue selon 
. que sa dérivée première est positive ou négative. Or, la dérivée 
première de m n’fest autre chose que la dérivée seconde de y ; on 
<' peut donc dire que la courbe to^crne sa concavité vers les y positif^ 
* o« vers les y négatifs, suivant que la seconde dérivée de y, considé- 
rée comme une fonction de x, est positive ou négative. 


jv 


A 


-f. 
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On emploiera, siuvant les cas, l’une ou l’autre de ces deux règles. 

Prenons, pour premier exemple, la courbe de la fig. &2 pour laquelle on a, 
comme on l’a vu plus haut, 

y = ±}V*{6— X) et m = 

Ne considérons d’abord que la partie de la courbe qui répond aux valeurs po- 
sitives de y. On a vu que de2=oaz:?3,yvaen croissant ; dans cet intervalle 
m va donc en diminuant, puisque son numérateur décroît ef que son dénomi- 
nateur augmente. Au contraire dez=:3à z = 6,y décroît; dans cet intervalle 
m est négatif et augmente en valeur absolue; donc encore m diminue algébri- 
quement. Toute la portion de courbe qui répond aux valeurs positives de y, 
tourne donc sa concavité vers les y négatifs. On verrait de même que la por- 
tion de courbe qui répond aux valeurs négatives de y tourne sa concavité vers 
les y positifs. ' 

Prenons, pour second exemple, la courbe de la flg. 53, pour laquelle on a 
y = i’— 4Z-I-8 et m = 2(* — 2). 

La dérivée première de m est + 2 , quantité positive; la courbe tourne donc 
constamment sa concavité vers tes y positifs. 

Soit enfin, pour dernier exemple, la courbe de la flg. 50, qui a pour équa- 
tion (voir le n° 87) 

2»ÿ-|-*’ — 2y — 3i — 1 =0, 
d’où . »=-** + ‘ + F(Ï^)’ 

• • . * g 

on trouve m = — 1+ 

et , en appelant m’ la première dérivée de m , • 

3 

{*-»)*■ 

De>= — èz=-|-l,m’est négatif ; donc la branche de courbe correspon- 
'dante tourne sa concavité vers lesy négatif. Dex = -(-l è z=-|-ao, m' est po- 
sitif ; donc , la brandie de courbe correspondante tourne sa concavité vers les y 
positifs. . • ' < 

On arriverait è ta même conclusion en remarquant que de x = — « iz=-|- 1, 
m diminue ; et que de z= -f l à z=-|- » , m augmente. 

109. OrdoMBèee nuixlmame on minimnma. Lorsqu’une COUrbe 
continue, après s’ôtre avancée vers les y positifs, recule ensuite vers 
les y négatifs, son ordonnée passe par une valeur maximum. Si, 
au contraire, la courbe, après s’étre avancée vers les y négatifs,, 
retourne du côté des y positifs, son ordonnée passe par une valeur 
minimum. Aux points où l’ordonnée est maximum ou minimum, 
la tangente est ordinairement parallèle à l’axe des x\ en sorte que 
ces points sont compris pariixi ceux pour lesquels ou a m = 0. 
On a d’ailleurs, dans le cas qui nous occupe, un maximum ou un 
minimum, suivant que la courbe tourne sa concavité vers les y né- 
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gatifs ou vers les y positifs, oîest-à-dire suivant que la dérivée pre- 
mière de m (ou la dérivée seconde de y) est négative ou positive. 

Reprenons, pour exemple, la courbe de laflg. 52. On. a . ' 

4f3-«) 

- 9y - 

quantité qui s’annule pour z = 3 , d’od y = ± 2. La dérivée de m est 


m' = zfi 


îx‘>— I2z + 9 


= -A. 


V*"(6— 1)> 

quantité qui, pour z=3,ety = -|-2$e réduit à 

m' = — J, 


2z’ — l2* + 9 
¥ ’ 


et, pour z=3 et y=— 2, à m' = + J. 

L’ordonnée y = + 2 est donc un maximum, et l’ordonnée y=— 2 est un 
minimum. 

Reprenons, pour second exemple, la courbe de la fig! 53. On a 


m = 2(z — 2), 

valeur qui s’annule pour z=2, d’où y = — 1 . La dérivée de m est +2. 
L’ordonnée y = — 1 est donc on minimum. 

110. La théorie complète des maxima sortirait du cadre de cet 
ouvrage et exigerait l’emploi du calcul infiuitésimal. Ce que nous 
venons d’en dire suffit pour la discussion des courbes qui se pré- 
sentent le plus fréquemment dans les applications. 

Lorsque deux variables sont liées entre elles par une loi inconnue, 
et que l’expérience ne donne qu’un certain nombre de couples de- 
valeurs correspondantes de ces variables, on a vu (91) comment on 
peut'tracer une courbe qui représente approximativement la loi in- 
connue dont il s’agit. Si celle des deux variables qu’on regarde 
comme fonction de l’autre est susceptible d’un maximum ou d’un 
minimum, la courbe tracée doit avoir une tangente parallèle à f’axe 
des X, et l’ordonnée du point de contact est la valeur maximum ou 
minimum cherchée de la fonction.” 

Prenons pour exemple la courbe de la figure 12(pl.), qui exprime 
approximativement la loi suivant laquelle varie le coefficient d'effet 
utile (81) d’une certaine turbine en fonction du nombre de tours 
qu’elle fait par minute. Si l’on mène à cette courbe une tangente 
parallèle à l’axe des abscisses, on trouve que le point de contact M 
répond à l’abscisse 46, et a pour ordonnée 60,5. Le maximum d’ef- 
fet utile de cette turbine répond donc à 46 tours par minute ; et ce 
maximum est 60,5 à l’échelle de la figure ; c’est-à-dire que l’effet 
utile obtenu est les 0,605 du travail absolu du moteur. 

111. inflextôBi. Lorsque la concavité d’une courbe change de 
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sens, c’est-à-dire lorsque.çelte coocaiité, d’abord tournée vers ies 
y natifs se tourne 6 d«|^ vers les* y positifs, ou vice versa , le 
point où le changement s'opère s’appelle un point d’inflexion. On 
voit qu’en arrivant à ce point la seconde dérivée de l’ordonnée (con- 
sidérée comme une fonction de l’abscissè) passe du négatif au posi- 
tif, ou du positif an négatif. Ordinairement’c’est en passant par 
zéro que cette seconde dérivée change de signe; les points d’in- 
flexion, dans ce cas, se trouvent donc parmi les points pour lesquels 
cette dérivée est nulle. 


Prenons pour exemple la courbe dont l’équation est : 
ÿaeja»— *, 

on trouve t» =»«• — i 

et m' = 2i. 

Cette seconde dérivée s’annule pour z = 0; d’où y—0. L’origine est donc un 
p«int d'inflexion. 

On reconnaîtra, de plus, que l’ordonnée est maximum pour z=-^ 1 et mi- 
nimum pour z=-{- 1. La courbe a la forme indiquée par la figure 68. 



Remarque. La tangente 
tm point d’inflexion ofGre 
cette particularité que la 
portion de courbe qui pré- 
cède immédiatement le 
point d’inflexion et la por- 
tion de courbe qui suit 
immédiatement ce point 
sont situées, par rapport 
à cette tangentei, chacune 
d’un cété diâërent. Lafi- 


gure 58 montre cette disposition. 

Nous n’insisterons pas Avantage sur les points d’inflexion, et nous 
poserons sous silence les autres espèces de pointa singuliers que 
peuvent présenter les courbes; l’étude complète de ces points exige 
l’emploi du calcul infinitésimal et ne saurait trouver place ici. Elle 
offre d’ailleurs peu d'iatérét au point de vue des applications. 


§ 3. DIS AsrurroTBS lEcraieNra. 

US. toétertloB. Une droite est dite asymptote d’une courbe, 
lorsque celle-ci a une branche infinie qui s’approche indéfiniment 
de la droite, c’est-à-dire que la distance d’un point de la courhe à 
la droite s’approche indéfiniment de zéro qtrand on s’avance de 
plus en plus sur la branche infinie. 

Nous nous bornerons , dans la recherche des asymptotes, au cas 
où l'équation de la courbe est algébrique. . ^ 


Digitized by Google 



ASYMPTOTES RECTILIGNES. 


103 


AsTniptotes parallèles it l’axe des y. Cherchons d’abord les 
asymptotes parallèles à Taxe des y. Soit BC (fig. 59) une branche de 

courbe qui a pour asymptote une 
droite ÂL parallèle à Taxe, des y. 
Soient M un point quelconque de la 
branche de courbe considérée, et MP 
la perpendiculaire abaissée de ce 
point sur l’asymptote; menons en 
outre MQ parallèle à l’axe des x. En 
désignant par 6 l’angle des axes, nous 
aurons MP = MQsinO; ou, en nom- 
mant X l’abscisse du point M, et d 
celle du point Q, 

MP = (j; — d)sin0. 

I 

D’après la définition de l’asymptote, cette distance doit tendre vers 
léro à mesure que le point M s’élève sur la courbe. On doit donc 
avoir x = d pour y = <x>, caractère qui permet de trouver l’asymp- 
tote connaissant l’équation de la courbe. 

. Cette équation étant supposée algébrique, on peut la mettre sous 
la forme 

y'^fix) -f fi {X) -f y"-’ ff,x) -f f,{x) = 0 , 



Fig. 5». 


les expressions f[x), fifx), ff,x) ,/„(a:) représentant des fonctions 

algébriques et entières de x. 

En divisant par y' on obtient : 

n^)+ ÿ/l (^) + P /i (^) + * • . . + (^) = 0. . 

,Or, si l’on fait 37= d et y=«, les quantités fi(d), fi(d)..., fn(d) 
restant finies, tous les termes à partir du second disparaissent, et il 
reste simplement : 

m=o. ■ 


Soient d,, d„ d,, etc., les racines réelles de cette équalion, la courbe 

aura pour asymptotes les parallèles à l’axe des y ayant pour équation : 
• — 
a: = di, x = dt, x — d^, Ætc., 

pourvu toutefois qu’à ces valeurs dé x correspondent des valeurs 
de y réelles, quoique infinies ; c’est-à-dire pourvu que y soit réel 
pour des valeurs de x peu différentes, soit en dessus , soit en des- 
sous, de d,, d,, d>, etc. 

113. Exemma. ^ Sy’— *— 2=0- 

Oaakii d’où di— 3 ol disc->l. 
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On tire de réquation de la courbe , * 


•ÿ = ± 



~ » +2 
* + l)(l— 


2 )' 


Ces valeurs sont réelles pour xstjt-Jf e 



pour X = — I — e ; c désignant une 
quanlilé positive aussi petite que 
l’on voudra ; la courbe a donc pour 
asymptotes les parallèles à l’axe 
des y ayant pour équations 

1=2 et x= — 1; 

en coordonnées rectangulaires, elle 
a la forme indiquée par la flg. 60. 
Soit au contraire l’équation 

iV — x + l = 0. à.- 

On a dans'ce cas 

f(d) = (P=0 d’où d=0i 

mais on tire de l’équation de la 
courbe 




et si l’on bit x=±e, t étant tou- 
jours une quantité très-petite, on 
obtient pour y des valeurs imagi- 
naires. La droite qui a pour équa- 
tion x=0, c’est-à-dire l’axe des y 
lui-méme, n’est donc point une 
asymptote de la courbe. En coor- 
donnas rectangulaires, cette courbe 
a la forme indiquée par la flg. 61. 


jlt4. Asymptotes Hon parallèles A l'axe des y. ChorchoDS inain- 


tenant les asymptotes .qui ont une direction différente de celle do 


Taxe des y. • » 

Soit (fig. 62 ou 63), EF une branche de courbe ayant pour asymp- 



tote la droite ÂL qui fait un angle « avec l’axe des x. Soit M un point 
quelconque de la courbe ; abaissons MC jierpendiculaire sur l’a- 
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symptote ; menons l’ordonnée MP qui rencontre l’asymptote en D; 
nous aurons, dans le triangle MCD ; 

CM = DM sin CDM = DM sin (0 — «). 

Or, d’après la définition de l’asymptote , CM devant tendre vers 
zéro à mesure que le point M s’avance sur la branche EF, il en doit 
être de même de DM qui lui est proportionnel. 

Cela posé, joignons OM ; menons OH parallèle k AL, et qui ren- 
contre MP au point Q. Enfin , soit y = ax-\-b l’équation de Ta- 
symptote. 

A mesure que 1& point M s’avance sur la branche EF, et se rappro- 
che de plus en plus de l’asymptote, la droite OM, quelles que soient 
d’ailleurs les variations primitives de sa direction, tend à prendre 
celle d’une droite (|ui rencontre AL à l’infini ; .c’est-k-dire que OM 
tend k devenir parallèle à AL, et k se confondrd^r conséquent avec 
OH. Mais le coefficient angulaire de OH est a ; et si l’on nomme c 
celui de OM, on a MP = c. OP ou y = car. Par ^nséquent, Fors- 
que X tend vers l’infini, on a : 

a = lim. c = lim. -, ’ . i 

X 

c’est-k-dire qde le coefficient angulaire de l'asymptote est la limite 
vers laquée tend le rapport de l’ordonnée de lucwaée à son abscisse 
quand cette dernière tejsd vers l'infini. 

lis. A mesure*que le point M s’avance sur la branche EF, la 
distance MD tendant vers zéro, MQ tend de plus en plus vers DQ ou 
vers son égal OB, qui est l’ordonnée k l’origine de l’asymptote, 
c’est-à-dire 6.* Or, on a MQ =MP — PQ; d’ailleurs MP = y, et 
PQ = a.OP = a*. Par conséquent, lorsque x tend vers l’infini, on 
trouve : ' • 

ft = lim. (y — oar), 

c'est-à-dire que l'ordonnée à l’origine de l’asymptote est la limite 
vers laquelle tend l'expression y — ax à mesure que x tend vers l’inr 
fini, le coefficient a étant supposé déterminé comme il a été dit 
ci-dessus. » 

1 16. 11 s’agit maintenant d’appliquer les règles qui viennent d’être 
démontrées. Pour cela, nous frirons l’équation de la courbe sous 
la forme : 

F« {x, y) -f- F„^-, {x, y) -f- F„_, {x, y)... + etc. == 0. 

F„ désignant l’ensërable des termes du degré m, F„-i l’ensemble 
des termes du d^ré m — 1, et ainsi de suite. 


k 
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Remplaçons y par son égal ex ; tons les termes de F^conüendroitt 
le facteur x"* ; tous ceux de F„-_t contiendront le facteur ; et 
ainsi de suite. En sorte qü’en divisant par a;", on aura; 

. - F. (1, c) -1-1 F«_. (1, c) + Ji F„_, (1, c). . . -f etc. = 0. . 

Faisons x infini; le rapport c deviendra égal à sa limite a-, et 
toutes les fonctions F demeurant finies, tous les termes à partir du 
second disparaîtront , et il restera ; ^ 

F.(l,a) = 0, w [t] 

d’où l’on tirera la valeur de a. 

On voit que pour former l’éyuatüm gui donne le coefficient angu- 
laire de l’asymptote, il faut prendre l’ensemble des termes du degré 
le plus élevé m dgns*l’ équation de la courbe, y remplacer x par 1 et 
y par a, et égaler le résultat à zéro. 

117. Représentons maintenantpar p la valeur variable de j/ — aX', 
et posons y — ax = p d’où y = ox -f p. Mettons pour y cette valeur 
dans l’équation de la courbe, et développons d'après les règles con- 
nues; il viendra : 

• • 

F, (x, ax) -h-F'. (ar, ax). p -f ^ F% (x, ax) p* -f etc. 1. 

-i-F„-,(x,ax) -i- F'«_i(x,ax)p-felc. *=0,, 

-j- F„_,(x,ax) 4- etc. ) 

tontes les dérivées étant prises par rapport à y, avant d’y remplacer 
y par ax. “ ^ 

Mais tous les termes de F„ contiennent le facteur x" ; tous ceux 
de F'm et tous ceux de F*_, contiennent Je facteur x"~‘; tous ceux 
de F"*, de F'»_i et de F*_i contiennent le facteur x”’-*, et ainsi de 
suite. 

En mettant ces divers facteurs en évidence , on peut donc écçirS 

F.(l ^).ar -i- F'.d ,a)p | x-' -)- |,F",(1 ,o)p« I x"-* + etc. = 0. 
-|-F«_, (1,0)1 *-l-r'^,(l,o)p 

Or, F«(l,o) est nul, d’après l’équation qui a servi à déterminer a; 
supprimant donc ce terme et divisant par x’’"*, on pourra écrire : 

F'„(l,a)p+F«_,(l,o)+ i [ir«(l,fl)?‘+F'„_.(l,o)p+F„_,(l,o)]+...= 0 ,‘ 

«V 

tous les termes omis ayant en dénomUiateuf des puissances de x. 
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Si r«u but æ = Qo , ^ prendra sa valeur limite b\ tous les termes, 
ayant x ea dénominateur disparaîtront ^ et il restera 

F'Jl,a)6 + P«-.(l,o) = 0 [2], 

« 

d’où 1 on tirera la valeur de b correspondante à la valeur de a que 
l’on aura choisie. 

On voit que pour fonher V équation qui donne l’ordonnée à l’ori- 
gine de l’aeymptote, il font prendre la dérivée par rapport à & du 
premier membre de f équation qui a servi d déterminer ce coefficient 
angulaire; multiplier cette dérivée par b; ajouter au produit l'en- 
semble des twmes du degré m — 1 dans lesquels on remplace x par 
1 c# y peur a; puis égaler le tout à zéro. . f 


118. Prenons pour extmple l’équation: 

^ v’+*y’— *ÿ— *’ + 1=0. 

L’équation [1] devient : 

^ o* + a>— îo = 0, 

d’où 0=0, 0=1 et o=— 2. 

L’équation [2] devient. 

(8o»+Jo— 2)b— O— 1=0 d’où *’=35T^:^rn* 

Pour • 0=0 on trouve b=— } - 

0=1 ' li=+î 

d=— 2 bï= — è 

ce qui donne les trois asymptotes représentées par les équations : 

ÿ=— i, y=x + | et y=— 2 ®— i- 
> 

119. Si a était une racine double de l’équation [1], elle annule- 
rait F'«(l ,a) ; la valeur correspondante de b donnée par l’équation [2] 
serait donc infinie, et l’asymptote n’existerait pas. 

* Prenons pour exemple l’équation 


y * — 2ay ’ + J^y — 2®y — ®* + 3 = 0. 


L’équation [1] devient o^— 2o’ + o=0 , 
clae est une.racine double. 

L’équation [2] devient 

(3o‘— 4o + l) b— 2o— 1 = 0, 


d’où 0=0 et 0=1 ; la seconde ra- 


d’où 


2o + l* 
»o’— lo+r 


Pour 


0=0 on trouve b=l, 

, . î '■•V' 

0=1 o = «. 


Il n'y a donc qu’une asymptote, dont l’équation est y = 1. * 

ISO. Si la valeur de a qui annule F«(r,a) et F«(l,a) annulait 
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aussi F«_i(l,a), l’équation (2] ne donnerait tien. Mais, dans ce cas, 
on pourrait , en supprimant les termes qui s’annulent ainsi d’eux- 
mémes, diviser seulement par «"“* au lieu de et en faisant 
ensuite x = as, il resterait pour déterminer b l’équation du secqpd 
degré 

i F"»(l,a)6* 4- F'_.(l,a)6 + » .«) = 0. 

A une même valeur de a correspondraient donc deux valeurs 
de é; si elles étaient réelles et finies, il en résulterait que la courbe 
aurait deux asymptotes parallèles à une même direction. 

Si les termes de cette équation du second degré en b disparais- 
saient d’ eux-mêmes, il faudrait passer aux suivants, et b serait 
donné par une équation du 3‘ degré , et ainsi de suite. Nous ne 
nous arrêterons pas à donner des exemples de ces cas tout à fait 
exceptionnels. ; 

» 

iSl. Lorsque l’on a trouvé pour a une valeur réelle, et que la 
valeur correspondante de b est réelle et finie, il ne faut pas eii 
conclure d’une manière absolue que l’équation y = ax-\- b repré- 
sente une asymptote de la courbe, car cette droite peut faire partie 
du lieu. On s’en assure, en divisant le premier membre de l’équa- 
tion de la courbe 'par y — ax — b. 

■•V ^ 

Soit, par exempte, l’équation y>— lÿ’— 2iy-t-Ji’=0 
on trouve o' — o’=tt d’où o = o et o=i. 

puis [3à’ — 2a)b — 2a + i=0 d’où b= 

Pour o=r0, on a b = «o 

■'0=1 ■ b=0. 

On n’a d<Mc à considérer qu’une é<|uation, y=t. Or, si l’on divise le premier 
membre de l’équaUoo proposée par y — a, on trouve ponr quotient exact 
y’ — 2x. Le lieu se compose donc de la courbe qui a pour équation y’— î*=0, 
et de la droite y=ir. * 

La méthode qui donne les asymptotes rectilignes devait donner cette droite , 
puisqu’on peut la considéosr comme étant elle-mime son asymptote. 

L’observation que nous venons de faire est particulièrement ap- 
plicable au cas où le Keu ne se compose que de droites ; toutes ces 
droites sont^lonnées par la méthode des asymptotes, qui fouunit 
aipsi un moyen de décomposer le premier membre d’une équation 
algébrique à deux variables en facteurs du premier degré , toutes les 
fois que cette décomposition est possible. 

12#. Pour terminer ce que nqus avions à dire des asymptotes, il 
nous reste à faire l’appKcaüon de la méthode aux courbes du second 
degré. ' ’ 
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L’équation de ces courbes étant 

Ay’-|-Bxy4-Caj*-f-Dy+Ea:-f-F = 0, 
on a , pour déterminer a , l’équation 

Ao‘+Ba + C = 0 ' [4], 

dont les racines ne sont réelles que si l’on a B* — 4AC>0 ou 
B* — 4 AC = 0 , ce qui exclut Iqs courbes du genre ellipse. 

On a ensuite , pour déterminer b , l’équation : 

B) b -|- Du -|- £ — 0 .* ^5] . 


On tiré de [4] 


B±VB»— 4AC 


2A 


et en substituant dans [d], on 'obtient 

BD— 2AE 


h- 2.-H 

- 2A~ 


2Ay^B*— 4AC 


Dans ces valeurs de a et de b, il faut prendre les signes'supérieurs 
ensemble ou les signes inférieurs ensemble. 

I. Si l’on a B* — 4AC>0, ces valeurs sont réelles et finies; il y 
a donc, dans le cas de l’hyperbole, deux asymptotes ayant pour 
équations : 

B±s/B*— 4AC D BD — 2AE 
y ,2A ' . ® 2A“iX7^1^ 


ou 


yz 


l£+D. 


2A 


1 f /5i — 777^ 1 bd — 2AE\ 


n y a un moyen mnémonique fort simple de retrouver ces équa- 
tions. Pour cela, l’équation de la courbe étant résolue par rapport 
à y, on remplace, sous le radical, le terme indépendant de x par 
un autre qui rende le trinôme en x un carré parfait ; en en ex- 
trayant la racine on retombe sur les valeurs de y que fournissent 
les équations [6]. 

Prenons pour exemple l’équation déjà traitée aux n" 83 et 88, 
t 8»y + Si» — 4ÿ 4- 6i— 4 =0 , 
on en tire y=*-f-{±) y'a»’— îi + s- , 

Si , sous le radical , on remplace +5 par 1 , le trinéme devient un carré 
parfait; et en extrayant sa racine, on obtient 

y=*+l±l (*—!'• 

Ce sont les équations des asymptotes. Ea les séparait on trouve 
ÿ = 5i et y = {x + i. 
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Remaroub. La forme des équations [6] montre que les asymptotes 
se coupent sur le diamètre qui a pour ^uatio> 


y= âT"’ 


car l’ordonnée de chaque asymptote se réduit à celle de ce diamè- 
tre, quand on égale à zéro la quantité entre parenthèses. 

125. 11. Si l’on a B’— 4.\C = 0, les valeurs de h deviennent 
infinies, et il n’y a plus d’asymptotes; ou, si l’on veut, il y a en- 
core des asymptotes, mais elles sont situées à des distances in(iuies. 
Elles sont du reste parallèles au diamètre, car les deux valeurs de a 

se réduisent à — , qui est le coefficient angulaire de ce diamètre. 

Remarque. Si l’on avait à la fois B* — 4AC=0 et BD — 2AE=0, 
auquel cas l’équation proposée représente deux paraUèles 


=-2^±Av®^. 


2A’ 


le premier membre de l’équation [.5] s’annulerait indépendamment 
de 6, c’est-à-dire qu’on se trouverait dans le cas où b doit être 
donné par une équation du second degré (120). Cette équafion est 
ici ; 

• n J 

A6«-f-D6-f-F = 0, d’où b = — 4AF. 

Par suite , les deux asymptotes ont pour équations 



’ H X 5 ± JL'./IP AAtf 

— «A^o aV^ — > 


ik ik 


et ne sont autre chose que les deux parallèles elles-mêmes repré- 
sentées par l’équation du second degré ; ce qui devait être d’après . 
la remarque du n° 121. 





« 
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CHAPITRE yi. 


PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DE L'ELLIPSE. 

« 

•i 

§ 4. centre; AtEs; ordonnées; foyers et directrices. 


124. Centre t mm. On 8 TU, 8u n“ 05, que l’équation de l’el- 
lipse , sous la forme la plus simple est 






les axes étant rectangulaires. 

Celte équation ne change pas quand on y remplace xet y par 
— X et • — y; or la droite qui va du point {x, y) au point ( — x, —y) , 
passe par l’origine^63, III) ; de plus, elle y est divisé en deux parties 
égales, car la distance de chacun de cés points à l’origine (5, II) 
est y’. Toute corde passant par l’origine y est donc divi- 

sée en deux parties égales. Ce point porte , pour celte raison , Je 
nom de centre de la courbe. 

A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et 
de signe contraire : il en résulte que toute corde parallèle à Taxe 
des y est divisée en deux parties égales par U axe des x. On verrait 
de même que tmte corde parallèle à l'axe des x est divisée en 
deux parties égales par l’axe des y. Les axes coordonnés, étant 
d’ailleurs rectangulaires , sont donc des axes de- symétrie de 
la courbe ; on les nomme les axes de la courbe ; et l’on dit que 
l’équation [1] représente une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes. D’après ce qui vient d’étre dit , il est facile de voir quelle se 
compose de quatre parties superposables. 

Pour y = 0 on a a:=±a, et pour x = 0 on a y=.±b. Les 
distances a et é de l’origine aux points où la courbe rencontre ses 
axes sont ce que l’on appelle les longueurs des demi-axes de la 
courbe. Les axes entiers ont pour longueur 2à et 2é, 

On lire de l'équation [1] 


y=±^V^a*— a:* [2]. 

Si l’on fait croître x depuis 0 jusqu’à a, on voit que la valeur 
de y décroît depuis b jusqu’à 0. La courbe a donc la forme indi- 
quée par la figure 64. 
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Les points A , A', B, B' où elle rencontre ses axe^, se nomment ‘ 

les sommets de la courbe. 

Les demi-axes a et 6 étant iné- • 
gaux , puisque autrement la courbe 
serait un cercle (05, I^, nous sup- 
poserons a le plus grand; la distance 
AA' sera alors le grand axe de l’el- 
lipse ; BB' eu sera le pelifaxe. . 

125. On peut calculer les coor- 
données d’autant de points de la 
courbe qu’on voudra , sans avoir 
aucune racine à extraire. 


J 

L. 


ûv 

X' A' t- 

V /V 

B' 

V 


Fig. 64. 


Pour cela , il suffit de poser : 

1 — «* 


x=àza. 




et 




1t * 
l-|-<” 


formules qui vérifient l’équation [1] indépendamment de t. 

• • En y faisant croître < de 0 à 1, a: variera de a à 0 et y de 0 à 6. ' 
Dans le cas où l’ellipse serait un cércle de rayon r, les formules 
seraient :. „ . 

y=±''ïq-?- 

126. Théor|he. Les ordonnées perpendiculaires au grand axe 
sont a'^x ordonnées correspondantes du cercle décrit sur cet axe 
comme diamètre, dans le rapport du petit ttxe au grand. 

■ Soient ABA' (fig.,65) l’ellipse considérée, et ACA' le cercle dé- 
crit sur le grand axe AA' comme 
diamètre. L’équation de ce cercle 
est 

Y*4-a;’ = a* [3], 



Y = ±^a* — a?. 
compare cette valeur à 


Fig. 65. 


d’où 
Si l’on 

l’ordonnée de l’ellipse donnée par 
l’équation [2], on trouve entre les 
valeurs absolues de ces ordonnées 
la relation 


y 

î-a 


C.Q.F.D. 


Remarqdbs. 1. Si l’on décrivait un cercle sur le petit axe comme 
diamètre , on verrait de môme que les abscisses de l’ellipse sont 
aux abscisses du cercle qui correspondent aux mômes ordonnées , 
comme le grand axe est au petit 


Digilized by Google 


DE L’ELLIPàE. . 113 

II. Cette propriété fournit un moyen commode de construire 
l’ellipse par points. Il suffit pour cela de décrire un cercle sur le 
grand axe donné; de mener les ordonnées NP, N'F, etc., du cercle, 
et de les diminuer dans le rapport de é à a ; k s points M, M', etc. , 
ainsi obtenus sont des points de l’ellipse. On en pourra construire 
ainsi autant qu’on le voudra ; il ne restera plus qu’à faire passer 

une courbe continue par les points obtenus. 

> 

127. Tbéorèmb. Les carrés des ordonnées perpendiculaires à l’un 
des axes sont entre eux comme les produits des segments correspon- 
dants formés sur cet axe. 

On a dans le cercle ACA' 

fïP=AP.A’P et .5rF‘ = AP'.A'P'; 

- NP* _ AP.A'P 
I^‘“AP'.A'P" 

Mais, en vertu du théorème précédent * ' . 

, MP* Np- 

Np*“fîT’'*’ srp^“W’‘' • ' 

T. V J . Np* . 

Donc, à cause du rapport commun , 

IS P' 

MP* AP.A'P 

MTP» ~AP'. A I' ’ • ■ , 

ce qu’il s’agissait de démontrer. . - 

On le démontre aussi, très-facilement à l'aide de l’équation de 
l’ellipse, car si y et y’ sont les owlonnées MP et M'P' correspon- 
dantes aux abscisses xolaf (ou OP et OP'), on aura : 

= et y'*=ÿ(a*-x'*); 


d’où 

y _ 

ar — x' 

y*“ 

“a* — a."’ 

ou 

y* _ 
!/'*■ 

_ (a— a) (a-j-x) 
“ [a—x'j{a-\-x')' 


Or, a— a:=AP, a-J-a:— A'P, a — æ'=AP', o-)-x’=A’P'. Donc, etc. 

128. Foyers. On a vu , au n° 10, que la courbe qui jouit de 

8 
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oette propriété que la sooime des distances de chacun de ses points 

à deux points fixes est constante, 
est une ellipse. Nous allons faire 
■voir que toute ellipse jouit de cette 
même propriété. 

Prenons sur le grand axe de l’el- 
lipse deux points F et F' (fig. 66) 
situés de part et d’aulre du centre, 
h une distance c=v^«* — 6*. Soit M 
un point de l’ellipse répondant à 
une abscisse positive; joignons MF 
Fig. 66. et MF'. Nous aurons 



MF’ = y' -f- (c— a:)* = ÿ (o* — x') -f- (c — a;)* 

2ca:-f a;* ^1— ^=a*— 2car-f- = (a— 7) > 

d’où MF=a — [4] 

a 

attendu que x étant tout au plus égal à a, et c étant moindre 
que O, le terme — est moindre que a. 

On aura de même : 

MF= y« -f (t-l- a?)’ = a:*) (c -f -a:)», 

. = ù*+c’_-f2rx-f-a:* ^1 — ^ =a’-f ;2cx + ^= ^a-f , 

d’où , MF'=a + ^, [5] 

ajoutant [4] et [5] membre à membre, on obtient 
MF-}-MF = 2o. 

quantité constante ; ce qui démontre la propriété énoncée pour la 
portion de l’ellipse située à droite de l’axe des y. À cause de la sy- 
métrie, il est clair qü’elle a lieu pour l’autre portion. 

Les points F et F' se nomment les foyers de l’ellipse (ils doivent 
ce nom à des considérations empruntées à la physique). Les dis- 
tances MF et MF' se nomment les rayons vecteurs du point M (ces- 
noms sont empruntés à l’astronomie). La propriété que l’on vient 
de démontrer peut donc s’énoncer en disant que : dans l’ellipse, la 
somme des rayons vecteurs est égale au grand axe. 


■ ) 
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Rbmarqdes. I. Cette propriété n’appartient qn'aux peints de l’el- 
lipse. Car soit d’abord M' un -point extérieur à la courbe ; joignons 
MT et MT', qui rencontrera l’ellipse en un point M ; joignons FM, 
nous aurons ■ ■ 

MM' + MT>MF, 

et par conséquent : ^ • 

MT+MT>MF'-t-MF ou>2a. 

Soit, en second lieu, M' un point intérieur à la courbe ; joignons 
M"F et MT', dont le prolongement rencontrera la courbe en un ■ 
point M ; joignonsTM. Nous aurons 

MT + »FT < MT' + MM" + MF 

ou <;MF'-1-MF ou 

V ' 

Ainsi un poitU est hors de V ellipse , sur l'ellipse, ou intérieur à 
l'ellipse, suivant que la somme de ses distances aux deux foyers est 
supérieure, égale, ou inférieure au grand axe. 

U. Bour construire les foyers, il suffit de décrire du sonaniet E 
du petit axé comme centre, avec un rayon égal au demi-grand 
axe a, un arc de cercle qui coupera le grand axe aux points F et F'. 

La distance FF' = 2c est ce qu’on nomme Yexcentrieité de l’ellipse. 

2o 

Mais, à la rigueur, ce nom ne devraits’apjdiquer qu’au rap^rt— , 

c’est-à-dire au rapport quf existe entre la distance des deux foyers 
et le grand axe. . - ' 

ni. On peut tracer la courbe en s’appuyant sur la propriété 
dont nous nous occupons. Pour cela , des foyers F et F' comme 
centres , avec des rayons dont la somme est égale à 2a , on décrira 
deux arcs de cercle qui se couperont en un point appartenant à 
l’ellipse. 

IV. On vient de voir que chaque rayon vecteur est exprimé par 
une fonction rationnelle entière,et-du premier degré de l’iÂscisse du 
point que l’on considère. Si l’on changeait l’origine et la direction 
des axes, cette abscisse serait remplacée par une fonction ration- 
nelle entière et du premier degré des coordonnées nouvelles (SS) ; 
le rayon vecteur est donc luL-méme une fonction rationnelle entière 
et du premier degré des coordonnées rectilignes du point consi- 
déré. 

129. Directrices. Soit DL (fig. 67) une droite perpendiculaire 
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au grand axe, et distante du centre d’une longueur OD = d. D’un 

point quelconque M de 
l’ellipse abaissons sur DL 
la perpendiculaire MG , 
et joignons MF. On a 
trouvé plus haut 

MF=a_'^ : 

et il est facile de voir 
qu’on aura 

MG = d — ar. 


r 

H 


L 









D- 

l y 0 

F )a 

B i 




i 


« 



Fig. 67. 


Par suite 


MF 


O — 


ex 




X 


n est possible de déterminer d de manière que ce rapport soit 
constant. 'Désignons en effet par h la valeur; de ce rappoM, et 
posons . 


ex 
a 


d’où — + o — dA = 0. 


_ Pour- que k soit constant, il faut que cette relation ait lieu indé- 
pendamment de toute valeur particulière attribuée à a;, ce qui exige 
qu’on ait séparément 


d’où 


A-*--7=s.O et' a — dk=iQ , 
a 

A=-, et t/ = -r = — : 
a k c 


ainsi la distance d est une 3* proportionnelle à la demi-excentri- 
cité et au demi-grand axe ; et le rapport des distances MF et MG 
est celui de l’excentricité au grand axe. 

Pour le second foyer F' on trouverait de même une droite D'L'- 
jouissant de la même propriété. 

Les droites DL et D'L' se nomment les directrices de l’ellipse. 
La propriété qu’on vient de démontrer peut alors s’énoncer en di- 
sant ; que les distances d’un même point de F ellipse au foyer et à la 
directrice correspondante sont entre elles comme l’excentricité est 
au grand axe. , ' 
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AKmarqOes. I. Pour construire l’une de» directrices, DL, par 
exemple, prenez OH = a, joignez HF', et menez HD perpendicu- 
laire à HF'. On aura , en effet , 


OH’ a* 

'01 

DL est la directrice demandée. 


OD— — =- 
^^-OF' c’ 


^I. Dans le cei;cle lés axes sont égaux ; a — ô, l'excentricité est 
nulle. Il en résulte que les foyers se confondent avec le centre, et 
que les directrices en sont à une distance infinie. 


' ‘ § 2. TANGENTE ET NOEMALB. 

130. D’après ce qu’on a vu au n° 103, le coefficient angulaire 
de la tangente à l’eUipse , au point (a/, y') , a pour valeur 

-■ 4 ^ 


»(: 


6V 
■ aY 


[ 1 ] 


Considérons la portion de la courbe qui est comprise dans l’an- 
gle YOX. Lorsque x' croit de 0 à a , décroît de è à 0; par celte 
double raison,. la valeur absolue de m augmente; donc m décroît 
algébriquement. Il en résulte (108) que, dans l’intervalle considéré, 
la courbe tourne sa concavité vers les y négatifs ; et comme elle est 
symétrique par rapport aux deux axes, on peut dire que dans tout 
son cours elle tourne sa concavité vers le centre. 

Au sommet du petit axe on a x' = 0 et y* = 6 ; par suite m = 0; 
la tangente en ce point est donc parallèle au grand axe: Au sommet 
du grand axe on a a:' ;= n et y* = 0 ; par suite w = « ; Ja tangente 
en ce point est donc p«pendiculaire au grand axe. 

« ““ 

-131. L’équation de la tangente à l’ellipse, au point (x',y'), 
est d’après ce qui précède <103) 


y—y'=—^<^x—xf)r 


[ 2 ] 


équation à laquelle il faut joindre la relation qui exprime que le . 
point est sur la courbe, savoir : 


a* 


[3] 


i* 
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On peut ineUre l’équation [2] sous la forme ÿ'*. 

-xx' ■ yy' _x^ I y'* 

a* é* 


Par conséquent, en vertu de l’équatiou [3], on peut écrire : 

telle est l’équation de la tangente. ' ' . 

Reharqde. Dans le cas du cercle, en nommant rie rayon, bn a 
a = & = r; par conséquent l’équation de la tangente devient : 


^+a:=i ou 


132. Problèmes. 1. Mener ^ne' tangente à felHpee parvn potnt 
extérieur (x", y"). 

L’équation [4J est encore l’équation de la tangente ; mais’ il 
s’agit de déterminer les coordonnées x' et y' du point de contact. 

Pour cela, on observa que ce point étant sur L’ellipee-, ses coor- 
données satisfont à l’équation de la coorbe,'et qu’on a 


a* 



En second lieu , le point donné étant situé sur la tangente , ses 
coordonnées satisfont à l’équation [4] ; ainsi on a . • 




Ces deux équations serviront à déterminer x' et y'. En éliminant 
Pune de ces inconnues, on obtient Pautre par une équation du se- 
cond degré; ce qui montre que, par un point donné, passent, 
en général, deux tangentes à l’ellipse. On pourrait vérifier que 
les deux solutions sont' réelles ou imaginaires suivant que le ]roint 
donné est extérieur ou intérieur à l’ellipse ; et qu’elles se réduisent 
à une seule quand ce point est sur l’ellipse même. Mais ces véri- 
- fications , auxquelles on peut s'attendre, sont, par cela même , dé - 
pourvues d’intérêt. 

U vaut mieux remarquer que si , dans les deux équations précé- 
dentes, on regarde x' et y’ comme des variables, ces équations re- 
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présenteront deux lieux géométriques dont les points d’intersection 
seront les points de contact cherchés. Or, le premier lieu n’est autre 
que l’ellipse donnée elle-même , et le second lieu est une droite; 
cette droite est ^onc celle qui réunit les deux points de contact de- 
mandés; on lui donne, pour cette raison, le nom de corde des eon- 
UKts. 11 est facile de la construire d’après son équation, car elle 
a' pour coordonnées à l’origine : 

- ; ^ = p 

II. Mener une tangente parallèle à une droite donnée. 

Si le coefficient angulaire de la droite donnée est m, on aura 
pour déterminer et ^ les relations ,, ■ , ' , 


»n = j— , et = 

o’y O* O* 


En tirant de ces équations tes valeurs de x' et y\ et substituant 
dans l’équation [4], on trouvera : 


y = ± 4- 6*. 

On voit qu’il y a deux tangentes qui satisfont à la question. 

Remakoues. I. On trouve pour x' et y' deux coupjes de valeurs, 
qui sont égales et de signe contraire. Il en résulte que les deux 
points de contact sont aux extrémités d’une même droite passant 
par le centre de la courbe. ' 

I 

II. Dans le cas du cercle, les équations des deux tangentes de- 
viennent: 


jr = »i«±r \/yt* -|- 1. 

•133. Cherchons le point où la tangente rencontre l’un des axes 
coordonnés , l’axe des x par exemple. Pour cela il faut faire y = 0 
' dans l’équation de la tangente , ce qui donne 

' ■ a* 

V ■ 

quantité facile à construire. Mais ce qu’elle offre de plus remar- 
quable, c’est qu’elle est indépendante de b ; c’est-à-dire que si l’tHi 
dérivait sur le même axe ÂA' (fig. 68) différentes ellipses ABA', 
ACA', AB'A', etc. ;.et que, par les points M, N, M', etc., qui ré- 
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pondent à la même abscisse x', on leur menât des tangentes, elles 
iraient toutes rencontrer l’axe des abscisses au même point I. 

De là un moyen facile 
de construire la tangente 
à l’ellipse par un point M 
donné sur cette courbe. 
En effet , parmi les di- 
verses ellipses qu’mi peut 
décrire sur l’axe AA', se 
trouve le cercle ACÀ' qui a 
a pour rayon. Si donc on 
mène l’ordonnée MP, qui , 
prolongée , «rencontre la 
circonférence ACA’ en N , et que par ce point N on mène la tan- 
gente NI à cette circonférence, ce point I sera aussi le point de 
rencontre de l’axe OX avec la tangente en M à l’ellipse; et -pour 
obtenir cette tangente , il suffira de joindre MI. 

Au lieu de se servir du point de Tencontre de la tangente avec 
l’axe des x , on pourrait employer le point de rencontre avec l’axe 
des y; la construction se ferait de la même manière, à l’aide de la 
circonférence décrite sur le petit axe comme diamètre. 

154. La même propriété fournit le moyen de mener une tan- 

gente à l’ellipse par un point extérieur H. Car soient IM et IN les 
tangentes à l’ellipse et au cercle de rayon a. Menons l’ordonnée 
liR , qui , prolongée , rencontre en K la tangente au cercle. Les 
droites IP, IM, IN coupant proportionnellement les parallèles 
KHR et NMP, on a > ' 

HR_^_ô 

0“NP~a* 

Si donc on prend sur le grand axe la longueur RQ égale à à, et la 
longueur RL égale à a , qu’on joigne QH et qu’on lui mène la pa- 
rallèle LK ; le point K où cette parallèle rencontrera RH appar- 
tiendra à la tangente au cercle. Car on aura : . ^ 

HR_^_6 . 

1[R“RL~a 

Cela posé , par le point K on mènera la tangente au cercle ; le 
point I où elle rencontrera l’axe OX , appartiendra à la tangente à 
l’ellipse ; pour obtenir cette dernière , il suffira donc de joindre IH. 
Le point M où IH rencontrera l’ordonnée NP du cercle, sera le 
point de contact sur l’ellipse. 

155. Aïonnaie. La normale à une courbe est la peipendicnlaire 
à la tangente , menée par le point de contact'. 
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- Si le coefficient angukdre de la tangente est m, celui de là nor- 
male sera donc — ^ (68) , les axes étant rectangulaires. 

• D'après cela, le coefficient angulaire de la tangente à l’ellipse 


étant 

celui de la normale est • 


"«y’ 

tt*y' 

¥x'* 


et l’équation de la normale, est par conséquent : 


Remarqde. Dans le cas du cercle, on a a = è, et l’équatiop de la 
normale se réduit à , 

y* y' 

= pu y = 

On reconnaît qu’elle passe par le centre, qui est l’origine des coor- 
données. 


156. Le point où la normale rencontre l’axe des x s’obtient en 
faisant, dans cette éqpation, ^==0; ce qui donne 



b*x' c'x' 

a> “ ■ 


Cette distance est nulle pour x' = 0,' c’est-à-dire pour les sommets 

du petit axe; et elle 'atteint sa plus grande valeur pour x' = dza, 

(?* * ■ * 
ce qui donne x = ±-. La distance x approche d’autant plus de 

la valeur - que le point de contact approche plus des sommets 
du grand axe. 

11 existe une limite analogùe pour le point de rencontre de la 
normaler avec l’axe des y ; l’ordonnée de ce point approche d’au- 

tant plus de ib ^ que le point de contact approche plus des som- ^ 


mets du petit- axe. 

c* c* 

Dans l’hypothèse a>è, les quantités ~ ÿ positi- 

ves ; la première est moindre que a, et la seconde peut prendre une 
valeur quelconque. Ainsi la normale rencontre le grand axe dans 
l’intérieur de l’elHpse; mais elle peut rencontrer le petit axe hors 
de là courbe. > 


I 
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137. THio&itiE. La normale à l'ellipse divise en deux farties 
égales V angle des rayons vecteurs. 

Soit HN (fig. 69) la normale au 
point H, et soient MF et MF'4es 
rayons vecteurs du point M. Il 
s’agit de démontrer la proportion 

PiF MF 
NF~MF‘ 

4 

Or, d’après ce qu’on vient de 
voir, on a ON = -^ eu appe- 
lant X l’abscisse du point M. 11 en 
résulte 

= = ' ' ' ■ 
a* 

BF = o + ^ = "'°'t“V . ■ 



Fig. $8. 


et 


d’où 


NF 


a* 
o’ — ex 


PiF' a*-{-cx‘ 

Or on a vu au n* 188 qqe les valeurs des rayons vecteurs sont 


MF = a^ 


ex 




■ex 


et 

d’où 


MF' = a-f- — = 

' a 


MF 

HP 


a 


a 


g* — ex 
' o’ -f- ex’ . 


• nF MF 

Les rapports et sont donc égaux ; la droite MN est 

donc la bissectrice de l’angle FMF' formé par les rayons vecteurs. 


158. 11 en résulte que les angles T.MF et T'MF' gue la tangente 
TT’ fait avec les rayons vecteurs sont égaux. 

Cette propriété fournit de nouveaux moyens de mener la tan- 
gente à l’ellipse par un point donné. 

Supposons d’abord lé point donné en M sur la.courbe.’ On mè- 
nera les rayons vecteurs MF et MF'; on prolongera F'M d’une 
quantité MH égale à MF, et l’on joindra HF ; puis on abaissera MT 
perpendiculaire sur HF ; la ligne TT' ainsi obtenue sera la tangente 
demandée. Car on aura par construction 1MF=1MU, êtlMH=F'MX' 
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comme opposés aux sommets ; doue IMF 
- tangente. 

139. Supposons en secoijd lieu que le point soit donnéen D hors 
de la courbe. Du point P comme centre, avec un rayon égal à la 
distance PF, on décrira un arc de cercle ; du point F' comme cen- , 
tre , avec un rayon égal au grand axe ou 2a , on décrira un second 
arc de cercle , qui coupera le premier en un point H ; on join- * 
dra FH , et du point P on abaissera sur FH la perpendiculaire PI 
qui sera la tangente demandée. En joignant F'H on aura le point de 
contact M. 

La construction sera toujours possible si le point P est extérieur 
à l’ellipse. Pour le démontrer, il faut faire voir que les arcs de cer- 
cle décrits de P et de F' comme centres avec les rayons respectifs 
PF et 2a se rencontreront. Or, si l’on joint PF', on aura d’abord 

' PF'-<PF -{- FF' ; et à plus forte raison <;PF -t~2a, 

donc la distance des centres est moindre que la somme des rayons. 

£n second lieu, le point P étant extérieur à la courbe, on a (i59, 
rem. I) , . 

PF'-f-PF>2q. ; II} 

. Mais dans le triangle FPF on a aussi ' . 

■ PF' -j- FF > FP , et à plus forte raison PF' -|- 2a> FP. [2] 

Si FP est moindre que 2a ,’on tire de l’inégalité [1] . 

' * PF'>2o — FP. 

Si FP est plus grand que 2a , on tire de l’inégalité [2] 

, PF'>FP— ’2a.. 

Donc , dans tous les cas , la distance des centres sera plus grande 
que la différence des rayons; donc les deux -cercles se couperont. 

RsMABQnKS. I. Ils auront deux points communs; ainsi il y aura 
deux positions pour le point R , et par suite deux tangentes. 

II. Si l’on joint 01 , cette ligne unissant le milieu de FF au 
milieu de FH , est la moitié de F'U ; donc 01 = a. De là ce théorème : 
le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de l’un des foyers 
d’une ellipse sur ses tangentes est la circonférence de cercle décrite 
sur le grand axe comme diamètre. 

140. La propriété démontrée au i)° 138 permet aussi de mener 
une tangente 'à l’ellipse, parallèlement à une droite donnée LL' 

(fig. 69). Pour cela, du foyer F on abaissera une, perpendiculaire 


. 123 - 

=F'MT'; donc TI' est une 
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sur ia droite' donnée; du foyer F' comme centre, avec un rayon 
égal à 2a on décrira un arc de cercle , qui coupera la perpendica- - 
laire à LL' en un point U ; par le milieu I de FH on mènera une 
parallèle à LL'; cessera la tangente^ demandée. Le p<int où elle 
rencontrera F'H sera le point de contect M. • 

La construction sera toujours possible , car le point F est inté- 
rieur à la circonférence décrite de F' comme centre avec 2a pour 
rayon. ' 

Il y aura deux solutions , attendu que la circonférence rencon- 
trera FH en deux points. 


% 3. DIAMÈTRES, ET CORDES SUPPLÉMENTAIRES. ^ 

141 . EEtomitres. On nomme diamètre d’unè courfaè lel ieu des 
milieux d’un système de cordes parallèles. Dans l’ellipse, ce lieu 
est une droite. ’ _ _ 

Pour le démontrer, remarquons d’abord que l’abscissêTi; du 
milieu 'd’une droite est la moyenne entre les abscisses de 

ses extrémités , car les projections des deux moitiés de la droite sur 
l’axe desxsont x — a / — .ç (sil’on-ax">x'J; et, comme 
ces projections doivent être égales, on doit avoir 

X — x'=x" — X d’où x=^(x'-(-x"). 

Cela posé , ;soit . y^mx-\-n. 

l’équation de l’une des cordes considérées; et soient,; et t) les coor- 
données de son milieu : ce point étant ^ur la corde, on aura, 

= . [ 1 ] 

Pour avoic les coordonnées des extrémités de la corde , il faut 
combiner son équation avec celle de l’ellipse , ou o’y*-j- tèx*=aV, 
En éliminant tj on obtient : . 

(a*m*-j-è’)x’|4-2a'wBX-j-aV — o*ê* = 0; 

équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la 
corde. Leur demi-somme, qui est égale à l’abscisse S du milieu, a 
pour valeur 

En éliminant n entre les équations [1] et [2] , on aura une équa- 
tion entre Ç et i] et les quantités constantes a , ê et m ;'ce sera l’équa- 
tion du lieu. ' • ' 

On trouve . 


— -^E- 


[3] 
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c’est réquation d’une droite passant par l’origine; donc : le» diamè- 
tres de VelHpse son4 des droUesigui passent par le e6»tre. 

REüiAHrQOBs. I. Si l'on appelle m' le coeilicient angulaire du dia- 
mètre, on a , 

i* ■ 6* 

■ V ■ = — 14] 

a'm a* , ■ 

Le produit mm' est donc constant. 

II. 11 en résulte que réciproquement toute droite menée par le 
centre de l’ellipse est un diamètre. Cap, soit 

y = m'x *■ 

l’équation de cette droite ; considérons les cordes parallèles dont 
le coefficient angulaire m satisfait à la relation 

* mm =s-’-z, dou. »i= 1 — , > 

a’ ’ a M 

le' lieu des milieux de ces cordes aura pour équation 

_ 6 » , 

ou, en mettant -polir ffi sa valeur, - , • . . 

Ce sera donc la droite proposée.' 

142. Théorèmb. La tangente à rextrémité d’un diatuètre est pq- 
ralLèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales. 

On serait conduit à ce théorème en considérant la tangente 
comme la limite des cordes qui lui'sont parallèles; mais on le dé- 
montre simplement comme il suit : 

Soit m' le coefficient angulaire du diamètre, ni' celui de la tan- 
gente et ai, y' les coordonnées du point de contact, qui est l’extré- . 
mité du diamètre. 

Le diamètre étant une droite menée de l’origine au point {x', y') 
ona(65) • . • 

w 

mais, ce point étant le point de contact, on a aussi (130) 


wi = — ' 


b'x' 
ai y" 


Multipliant ces relations terme à terme, on obtient 


mm = 


[ 5 ] 
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sur la droite* donnée; du foyer F' comme cent^, avec un rayon 
égal à 2a on 'décrira un arc de cercle , qui coupera la perpendicu-- 
laire à LL' en un point H ; par le milieu I de FH on mènera une 
parallèle à LL';" cessera la tangente, demandée. Le point où elle 
rencontrera F'H sera le point de contact M. 

La construction sera toujours possible, car le point F est inté- 
rieur à la circonférence décrite de F' comme centre avec 2a pour 
rayon. ' 

Il y aura deux solutions , attendu que la circonférence rencon- 
trera FH en deux points. ■ ■ / -. 


' 3 3. DIAMÈTRES , ET CORDES SCPTLÉHENTAIRBS. 

) . ■ i 

141 . Diamètres. On nomme diamètre d’oné courbé lel ieu des 
milieux d’un système de cordes parallèles. Dans l’eUipse, ce lieu 
est une droite. • ■ _ 

Pour le démontrer, remarquons d’abord que l’abscisse ’i! du 
milieu 'd’une droite est la nroyemje entre les abscisses af de 
ses extrémités , car les projections des deux moitiés de la droite sur 
l’axe des a? sont x — a/ eX'af' — ^ (si l’ona et, comme 

ces projections doivent être égales, on doit avoir ^ 

X — x'=-x" — X d’où 


Cela posé , |soit . y liix + n 

l’équation de l’une des cordes considérées; et soient; et tj les coor- 
données de son milieu : ce point étant ^ur la corde, on aura 

•>i = »i;-(-n. . [1] 

Pour avoic les coordonnées des extrémités dé la corde , il faut 
combiner son équation avec celle de l’ellipse , ou a’y*-j- ù*a;’=a’ô*. 
En éliminant y on obtient ; 

-|- ô*) a:’ |-j- 2a’»i»a; -f- aV — a*ù* = O; 


équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la 
corde. Leur demi-somme, qui est égale à l’abscisse^ du milieu, a 
■pour valeur 


5 


a*mn 

a*m*-f 6*' 


[ 2 ] 


En éliminant n entre les équations [1] et [2J, on aura une équa- 
tion entre Ç et »i et les quantités constantes o , ft et m ; ce sera l’équa- 
tion du lieu. • ‘ - 

. On trouve , . y, = ' • [31 

. a*m • • '■ 
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c’est F%C|uation d’une droite passant par l’origine; donc : le» diamè- 
tres de l’ellipse sont des droHes^i passent par le eentre. 

Remarques. I. Si l’on appelle m' la coefficient angulaire du dia- 
mètre, on a ' • ' 

w • M 

' • m’ = - — 'd’où‘ mm' =■ 14] 

(dm o’ 

Le produit mm' est donc constant. 

II. 11 en résulte que réciproquement toute droite menée par 1e 
centre de l’ellipse esi un diamètre. Car, soit 

y = mx 

l’équation de cette droite ; considérons les cordes parallèles dont 
le coefficient angulaire m satisfait à la relation 

*- f V’ . by . ' 

* mm = — -T, d ou »i= > 

a’ ’ a m 

lé lieu des milieux de ces cordes aura pour équation 
’’ 'a*m^' 

ou, en mettant pour»» sa valeur, -, . ' . • 

• ' ■n==tn';. ' 

Ce sera donc la droite proposée. ^ 

142. Théorème. La tangente à l’extrémité d’un diamètre est pq- 
rallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales. 

• On serait conduit à ce théorème en considérant la tangente 
comme la limite des cordes qui lui'sont parallèles; mais on le dé- 
montre simplement comme il suit : 

Soit m' le coefficient angulaire du diamètre, t»" celui de la tan- 
gente etx',y' les coordonnées du point de contact, qui est l’extPé- , 
mité du diamètre. 

Le diamètre étant une droite menée de l’origine au point {x', y') 
on a (63) ' • . 

m 

mais, ce point étant le point de contact, on a aussi (130) 


m = — ^ 


h'x’ 




ary 


Multipliant ces relations terme à terme, on obtient 


6* 


OT JW = 

a* 


[5] 
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« 

En comparant les relations [4] et [5], on en conclat W'ssi», coqui 
dénaontre le théorème. ^ • 

145. Cordes snpplémè»4aires, On appelle suppléificn^ 

taires celles qui, partant d’un môme point de l’ellipse, vont 
aboutir aux extrémités d’un môme diamètre. U y a entre les 
coefQcients angulaires de ces cordes une relation qui mérite d’étre 
remarquée. V- 

Soient x' et y' les coordonnées de l’une des extrémités d’un dia- 
mètre; celles de l’autre extréjnité seront — x' ej — y'. Soient {x^\ y^ 
un point quelconque de la courbe; et [a et fx' les coefficients an- 
gulaires des deux cordes supplémentaires menées du point (ar", 
aux extrémités du.^amètre considéré, on aura (85) , 


'»/-?/ 


et 


.,_»/ + ?/ 
x'-irX'^ 


d’où ajA.' = 


a"* — a!*’ 


mais les points (ar', y') et (*", y") étant sur rellipse,.oit a 

et 




£2 , 

a» 6* ~ ’ 


d’où, en soustrayant,-. 



f/"* — .'/* , a;"* — a;'* 
é’ ' . a’ ’ 

■ ' 

et par suite 

x"' — x" a*' 

* 

Donc enfin. 

on a la relation 


1 * 


; [6] 


. • - - 
c’est celle que nous nous proposions d’établir. 

144. EÎii comparant les relations [4] et [6], on voit que si l’on a 
(A = m, il en résulte [a' = m' ; c’est-à-dire <pîe le diamètre qui divise 
une corde en deux parties égales est parallèle à la corde supplémenr- 
tdire. 

En comparanJ, les relations [5] et [6], on voit de mônie que si l’on 
a [a' = »i’, il en résulte wi" = [a ; c’est-à dire qaé, si l’on mène une 
corde parallèle à un diamètre donné, la tangente à l’extrémité de ce 
diamètre sera parallèle à la corde supplémentaire. 

De là un nouveau moyen de mener une tangente à l’ellipse, par un 
point donné sur la courbe, ou parallèlement à une droite donnée. 

1° Pour mener une tangente au point M (fig. 70) donné sur la 
courbe, on mènera le diamètre 0.M; on lui mènera une corde pa- 
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rallèle quelconque AD ; on mènera le diamètre DD', et la corde 
,, supplémentaire AD'; puis, par le 

point donné , on fera passer une 
■ ^ droite TT' parallèle à AD'; ce sera la 

tangente demandée. 

ly mener une tangente pa- 

rallèle à une'droite donnée LL', on 
) . mènera une corde quelconque AD' 
, “ 7®" parallèle à cette droite ; puis le dia- 

y mètre' D'D et la corde supplémeu- 

. — taire AD ; on mènera ensuite le dia- 

Fig,.7o. mètre OM parallèle à AD, ce qui 

fera connaître le point de contact M ; il ne restera plus qu’à mener 
par ce point une parallèle TT' à la droite donnée. 

En s’appuyant sur lè théorème du n? 142, on aurait pu se dis- 
penser de mener D'D et AD, et joindre simplement le centre au 
milieu de la corde Ap’. 

Dans tous les cas, la construction est possible. 

14S. Diamètres conjngrné». On nonwne ' (Wawtéfres eonjttgués 
deux diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires. 

Si m et m! sont les coefficients angulaires de ces diamètres, on'a, 
en vertu de la propriété démontrée au n° 145, la relation 


Mciproquement ; Si Von a cette reloetton les detae diamètres sont 
conjugués. Car soient [a et ^i' les coefficients angulaires de deux 
cordes supplémentaires* on aura : 


Or, si l’on choisit l’une de ces cordes de manière qu’elle soit pa- 
'rallèle à' l’un des deux diamètres, et que l’on ait, par exemple, (* =*«, 
il en résultera m' — les deux diamètres seront donc parallèles 
à des cordes supplémentaires ; ce .seront donc des diamètres con- 
jugués. . 

Chacun des deux diamètres conjugués divise en deux parties- 
égales les cordes parallèles d Vautre. Car si m!' désigne le coefficient 
angulaire des cordes divisées en deux parties égales par le diam ètre 
dont le coefficient angulaire est m, on aura (141), 
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mais, les deux diamètres étant conjugués, pu a, comme on vient de 
le voir 

mm = i. 

a’ 

De la comparaison de ces relations, on déduit c’est-à- 

dire que les cordes divisées en deux parties égales par le premier 
diamètre sont parallèles au second.^ 

146. Pboblèmb. Étant donné un diamètre construire son con- 
jugué. ' 

Soit OH (fig. 70) le diamètre donné; on lui mènera une corde 
parallèle AD ; puis le diamètre DD' et la corde supplémentaire AD'; 
le diamètre ON parallèle à AD' sera le conjugué de OM. 

On pourrait également se contenter de joindre le centre au mi- 
lieu de la corde AD parallèle au diamètre donné. • . 

Si l’on donnait l’équation d’un diamètre 


y—mx, ■ . 

l’équation de son conjugué serait . ^ 

y =? r* ^ 

* I 

• Rbmarqi'e. Dans le cercle, les diamètres conjugués sont perpen- 
diculaires entre eux- ■ • 

147. An^le de denx diamètres cajO>i|p>és. Soit V l’angle que 
fontentre eux deux diamètres conjuguésde l’ellipse; on aura (67) 

I y 

U„gY = __=_ 

- . * e* 


L’angle y ne peut être droit que pour »» = 0 ou pour j» = co ; 
c’est-à'^tre quand l’un des diamètres se confond avec l’un des axes 

de la courbe. Mais dans ce cas on a — — = <* ou — = 0 ; par 

a'm a*m * 

conséquent les axes de la courbe sont le seul système de diamètres 
conjugués rectangulaires. ■ 

Si l’on veut trouver le maximum ou le minimum de tang V, il 
faut chercher le maximum ou le minimum de la quantité ontre pa- 
renthèses; pour cela oh peut poser, 

»«-|-t^ = 2A d’où 

a'm V a' 
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On voit que la plus petite valeur qui puisse être attribuée à k est 


ce qui donne 
et par suite 


A = ±-, 
a 

a 

6* b 
a'rn 


Pour construire les diamètres correspondants, on élèvera à l’ex- 
trémité A du grand axe OA (fig. 71) une perpendiculaire sur la- 
quelle on prendra les distances AH et 
n AH' égales au demi-petit axe b, et l’on 
joindra OH et OH'. 

Les diamètres OD et OD' ainsi obte- 
nus sont également inclinés sur le grand 
axe, mais en sens contraire; il en ré- 
sulte , à cause - de la symétrie de la 
Fig. Tl. courbe, que ces deux diamètres sont 

épux. L’angle DOiy est le plus grand angle que puissent faire deux 
diamètres conjugués , et l'angle DOD" est le plus petit. ' 

La valeur absolue de la tangente de ces angles supplémentaires 

s’obtient en mettant - à la place de m dans l’expression de t^gV. 



On trouve 


a 

tangV; 


iab 


a*— b'' 

Rehxrqde. Les limites entre lesquelles peut varier l’angle de 
deux diamètres conjugués sont aussi celles entre lesi^uelles varie 
l’angle de la tangente à l’ellipse avec le diamètre qui aboutit au 
point de contact (142 , 145 , 145). Cet angle n’est droit que lors- 
que le point de contact est l’extrémité de l’un des axes de la courbe. 

148. Cherchons la longueur d du demi-diamètre. qui a pour 
équation y = mx. 

En combinant cette équation avec celle de l’ellipse ‘ 


on trouve ■■ 


a'b' 


x* . t/* 

— -4- — 1 
tt’ T 6* ^ ’ 


et 


aW-j-é* • ” *'-~aW-|-é* 

pour les carrés des coordonnées "de l’une quelconque des extrémi- 
tés dû diamètre. Par suite on a - 




(P=:a:'-|-ÿîa 


a’ 6* (1 -)- m') 


[l]- 
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Pour obtenir la longueur c2"du demi-diamètre ixmjugué , il suffit 
de remplacer, dans cette expression , le coefficient angulaire m par 

■ è’ 

celui du conjugué , c’est-à-dire par ^ , ce qui donne , après 


réduction , 




[ 2 ]-- 


Si l’on veut déterminer m de manière que d'= 4% on n’aura qu’à 
égaler les numérateurs de ces expressions , ce qui donne 


è* =• o*6*/n*-|- a*è’ o\i (a’ — ,6’)(a’;«* — 6') = 0 , 


d’où 


m 



On retrouve ainsi lés diamètres conjugués qui font entre eux le 
plus grand et le plus petit angle; et l’on voit qu’i'/ ri existe qu’un 
aeul système de diamètres conjugués égaux. 

Rsmaaqde. Dans le cas du'cerele, le facteur a*-' è* est nul, et' 
l’équation ci-dessus est satisfaite quel que soit m , c’estrà-dire qu’a- 
lors Ums les diamètres conjugués sout des diamètres égaux.. 

i48. Théorème. La somme êtes ear^s de deux diasnètres con- 
jugués est constante {et égale à la sommé des carrés des axes), 

• Ajoutons membre à membre les relations [1] et [2] du n" pré- 
cédent , nous obtiendrons 

« , a*m'+è‘+a»î^»-|-o‘è*_(a*«»-|-ô»)(a*-f 6‘) 

d’où d»-f ' 

ce' qui dériiôntre le théorème. ' . ’ ' 

fiiO. Théorème. L’aire du parallélogramme consttruit sur deux 
diatnètres conjugués est constantg ( et égale au rectangle eortstruit 
sur les axes). ■ ' - - 

Évaluons l’aire du parallélogramme construit sur les deux demi- 
diamètres conjugués d et d', faisant entre eux. l’angle V ; cette aire 
sera le quart de l’aire du parallélogramme construit sur les diàmè- 
tres entiers. Si la première aire est constante, il en sera de môme 
de là seconde. Or, en désignant la première par S, on a 

• . S=d<Lâa.\; d’oir-S*=d*d'*sin*V. ' 
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■ On a trouvé, au n» 147, 


tangV = 


^ a’»i «'m’-l- é* 


1-^: 

a’ 


T—^ — JT — , d’où tang* V= *”*4~^)* 
(“— ® (a*— ùVm” 


par suite, 

sin«V = — 


•(aW+y)» 


_ (aW.-f-6«)« 

(a*>«*4-**)(»i*+l)’ 

En substituant dans la valeur de S*, celles de (P, de d" et de sin* V, 
on trouve ’ 

g,_ yy(l + CT ») abw*+6*. 'fa*»î*+é*)‘ 

e*wi’+6* 'a*»î*-i-ô*'(a*»î*+6‘)(»w»-}-i)» 
ou . S* = a’ô*; d’où S = aù, 

ce qui démontre le théorème. 

ISl. Thêorèmb, L équation de V ellipse Tappor.tée é un système 
de diamètres conjugués est de même forme queVéquatim de l’ellipse 
rapportée, à ses axes. ' . • 

. En effet, chacun de ces diamètres divisant en deux parties égales 
les cordes parallèles à l’autre (148),- il en résulte que si les Or- 
données sont comptées parallèlement à ces axes, à chaque valeur 
de l’une d’elles correspondront deux valeurs de l'autre, égales et 
de signe contraire ; ce qui exige que l’équation ne contienne que 
des puissances paires de y et de X. Et comme elle sera du second 
degré (85), elle sera de la forme Ny* = P. 

Soit a' le demi-diamètre suivant lequel se comptent les a; et 6" 
celui dans le sens duquel se comptent les y ; on doit avoir: ' ’ 


pour ' . _ 
et pour 

ce qui donne, 
d’où 


y=o, 
a:=b, 
P 


M - 


:a'‘ 


a: = ±: 
y = ±é'; 

« R = 


m=£ a N=r 


a!* 




Substituant, et supprimant le facteur P, on obtient 
'Ce qu’il s’agissait de démontrer. ' • - 
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REMARQUE. Les propriétés démontrées aux n~ 150, 151, 152 
et 142 à 145, ne supposent pas que les axes coordonnés soient 
rectangulaires; elles subsistent donc encore lorsque l'ellipse est 
rapportée à un système de diamètres conjugués. 

Ainsi : l’équation de la tangente au jioint (a/, y') est 


I yy 1 

„'x T — *• 


XX 

d 


L’équation de la tangente parallèle à la droite représentée par 
y = JBX, est 

ÿ = Bw: ± 

Les coefdcients angulaires m et m' de deux cordes supplémen- 
taires, ou d’une corde et du diamètre qui la divise en deux parties 
égales, ou encore de deux diamètres conjugués, satisfont à la re- 
lation ' . 

• mm'=— 

152. On déduit de cette propriété un moyen simple de décrire- 
r ellipse quand on connaît deux diamètres conjugués et V angle qu’ils 
font entre eux. • . * , 

. Soient ÂÂ'=2a' et BB'=2è' (Rg. 72) les deux diamètres conjugués 

donnés , fusant entre eux l’angle 
donné' BOA. Élevons sur AA.' la 
perpendiculaire CC', et prenons 
OC=0C' = 0B. Sur AA' et CC', 
considérés comme axes , décrivons 
une ellipse auxiliaire, par l’un des 
moyens indiqués aux n” 10, 126 
ou 128. Pour tracer ensuite par 
points l’ellipse demandée , soit N 
un point quelconque de l’ellipse 
auxiliaire, et soit NP son ordonnée 
rectangulaire. Par le point P, me- 
nons une prallèje à BB', et sur cette parallèle, prenons PM = NP; 
le point M sera un point de l’eljipse demandée 
On a; en effet, entre les coordonnées rectaiigulaires du point N 
kl relation ' . 

ÜP,NP‘_ 

6 '* ~ ’ 



puisque a' et b' sont ses demi-axes. . 
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On aura donc aussi entre les coordonnées obliques du point H, 

. la relatiop 

OP 

• • . a'* 6'* ~ ^ ’ 

le point M appartiendra donc à Véllipse qui a pour diamètres con- 
jugués AA' et BB', 

, On voit qu’il suffit de décrire une ellipse sur les diamètres donnés 
placés à angle droit- et pris- peut axes, puis d’incliner ensuite les 
ordonnées sous l’angle donné. . • ■ 

On peut même, en combinant ce procédé avec celurdu n° 186, 
remplacer l’ellipse auxiliaire ,par le cercle décrit sur AA' comme 
- di^ètre. Car si c est l’extrémité du rayon perpendiculaire à ce 
diamètre, et si p est. l’extrémité de l’ordonnée qui n^nd à l’ab- 
scisse OP, il suffira, , pour obtenir le poitat M, de mener, comme' 
cirdessus , PM parallèle à OB ; puis de joindre oB, ,et de lui mener 
par le point n la parallèle »M qui renco.qtrera PM àu point cherché. 

La similitude des'triangles cOB.et nPM donnera, en effet ; < ‘ • 

MP_OB.‘ . ' ... ’ 

• • , • PM ~ oc ’ 

'd’ailleurs on sait qu’on' a . 

NP OC . . .OU . . - . 

Pu ""Oc - Oc* ’ ; . .• 

il en résulte MP = NP. On peut donc se passer ainsi de l’ellipse 
auxiliaire. . : , . , - 

' Remarque. Si les diamètres conjugués étaient égaux, l’équation 
de l’ellipse rapportée à ces diamètres serait de même fonne que 
l’équation du cercle, c’est-à-dire 



mais les coordonnées seraient obliques. 

§ 4. AtRE DE l’ellipse. . . • 

163. Pour évaluer l’aire de l’ellipse , on la com)>are à celle du 
cercle qui a le grand axe ou le petit axe pour diainètre; ■ 

Concevons cpe^ians la demi-ellipse ABA' Cfig. 73) on ait inscrit 
un polygone d’un nombre quelconque de côtés ; et que par les som- 
mets de ce polygone on ail mené des ordonnées dont les prolonge* 
ments détermineront sur la demi-circonférence ,du cercle ACA' les 
sommets d’un polygone inscrit du même nombre de côtés; soient 
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M et M' deux sommets consécutifs du polygone inscrit à l’ellipse, 

et N , N' les sommets correspon- - 
dantsdu polygone inscrit au cercle.. 

Les trapèzes PALM'P' et PNN'PV 
qui ont même hauteur PP', sont en- 
tre eux comme les sommes de leurs 
bases ; mais les bases correspondan- 
tes sont dans le rapport de .6 à a 
(120) : il en est donc de môme de 
leurs sommes. Ainsi tes deux trapè- 
zes sont entre eux comme b est à a. 
On peut en dire autant de tous les 
couples de trapèzes analogues formés dans les polygones inscrits à 
l’ellipse et au cercle ; cœ polygones eux-mômes sont donc dans le rap- 
port de 6 à a. Or, cès polygones, quand on multiplié le nombre de 
leurs côtés, ont pour limites respectives la surface de la demi-ellipse 
et la surface du demi-cercle; ces limites sont donc dans le rapport 
constant des polygones inscrits , c’est-à-dire dans le rapport de 6 à a. 
Ainsi, en nommant E l’aire de l’ellipse, on a 

— ; = - , d ou E = Ttab, . ^ ’ 

TTO* a’ 

c’est-à-dire que l’aire de V ellipse a pour mesure le rectangle de ses demi- 
axes , multiplié par le rapport it de la circonférence au diamètre. 

Remarques. 1. Cette aire est une moyenne proportionnelle entre 
les surfaces des cercles qui ont le petit axe et le grand, axe pour 
diamètres. • 

II. En vertu du théorème du n^ ItJO, on a aussi : . ’ 

E = TTo'ô' sin 9, 

» I 

a' et b' étant deux demi-diamètres conjugués faisant entre eux 
l’angle 9. • 

( . ... 

, § 5. EXERCICES ET APPLICATIONS. •. - ‘ ' 

1S4. ThEorème. le demi-peli» oxe est moyen •proportionnel entre letpetpendir 
eulaires abaissées des deux foyers sur eltaque tangente. 

Soit' ’ ' J/ = «u;± 

rêquallon de U tangente considérée, et soient p et f/ les longuenn des perpen- 
diculaires abaissées des foyers F et F sur cette tangente. Le point F ayant pour 
coordonnées y=0 et s=c, et le point F' ayant pour coordonnées y=U et 
x= — c, 00 aura (C9)', lés axes coordonnés étant les axes dé la courbe, 

’ ^ + b‘ + me g: VoW-t- y 

± -fc Ml- _ , . ■ ± yh -t- m’ •. : 
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Les deux fbyers étant situés d’un même côté de la tangente, le tadical tjiri 
forme le dénominateur devra être pris avec le même signe dans te deux ex- 
pressions. On obtient donc en les mnlllpliant i ' ' 

m’c’ + o’m’ -f b’ 

1 -t-m’ 


ou pp'=S’, 


PP — - 
ce (ju’il fallait démontrer. 

ISS. TmiORÈifE. Xa portion de la normale comprise entre le point de contact et 
le grand axe, est ou demi-diamètre parallèle à la tangente, comme le petit axe est 
au grand. , t . j 

Soient at* et y' te coordonnées du point de contact; soient ar 1 abscMse du 
point où la normale rencontre le grand axe , et n la longueur de la normale 
comprise entre cet axe et te point de contact; on aura, en prenant pour axes 
coordonnés les axes de l’ellipse, 

n’=i" + (!'-«')>. . ■ . 

Mais l’équation de la normale' : ' . - . 

devant être satisfaite par les coordonnées du point où elle' rencontre le grand 
axe, on obtient, en faisant y=0 et x=sf, ^ ■ 






d’où 1 '-®'=-^ 


Par suite. 


«•=ÿî> + 


b' i’’ a‘y’’+b'®’’ 


[I] 


O .. O *. • . , 

Maintenant, l’équation du diamètre parallèle à la tangente est 

' bV 

y = ri ' 

. • “V 

En la' combinant avec l’équation de l’ellipse, on obt'ient pour les coordonnées 
de l'extrémité du diamètre 

' «’u'i b’x^ i - ' 

• . - .. 

en sorte qu’en appelant a' la longueur dû demi-diamètre, on a 

g ‘y” -f b>x'^ 


g!‘ — x^ -|- y’ : 


o’b> 


■[21 


La comparaison des relations [r] et [2] donne ; 


a" 




n b 
d’où ^=-, 


ce qu'il s'agissait de démontrer. . - > 

RéciPRopceiicaT. Si l’on prend sur la normale, à pârllr dû point de contaét, 
et vers l’intérieur de la courbe', une longueur n telle que l’on ait la proportion 

, l’extrémité de cette longueur sera un point du grand axe. tout 
autre diamètre couperait la normale plus haut Ou plus bas. - . . 

ISê," TmtoaÈME. Si l'dn a deux tangentes parallèles KL', K'L' coupdè» ou® 
poinlJ-T cl T por 'uae troisième tangente ’TT, les portions DT et DT des tan- 
gente* phràllèiet comprise* entre les points de Yontatt û, V it ftftroitiime 
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t^ngenu, ont pour moyenne proportionnelle le demi-diamètre OE parallèle 
a<uc deux premières. 

Prenons pour axes coordonnés les droites DD' et EE', qui sont deux diamè- 
tres conjugués (142, 145). En appelant a' et V les longueurs OD et OE, on 
aura pour les équations des deux tangentes parallèles : 


x=a' et x=~a', 

~ et l’équation de la troisième tangente TT, sera (ISl, Remarque) : 
ÿ = mi -I- v/ô^np'+l?. 

Bq faisant successivement a: = a' et * = — o' dans celte dernière /on oblieDl 
'. DT — mo' 4- et DT= — ma' -f -f 

Par suite . 


DT X DT = (Vô’w'+T' -P W)(v/â’>ii?^P^ — tno') = yj = üe’ , 

ce que l’on se proposait de démontrer. " ■ “ 

157. Théosème. Si par les di/féfenls points d'une droite LL' (Bg. 74), on mène à 

l'ellipse des couples de tangentes telles que 
'• NM , NM', le» cordes des contacts, telles que 
MM', posteront toutes par un point fixe. 

Prenons pour axes coordonnés le dia- 
mètre EE' parallèle à LL', et son conju- 
gué DD'. Soient et y* tes, coordonnées 
du point N; l’équation de la corde des 
contacts MM' sera (152) : 



o" b" 


= I, 


Kg. 71. 


faisant y = 0 dans cette équation; ce qiii donne 


en appelant a' et b' les demi-diamèlres OD 
et OE. • - . . 

. L’ahscisse OP du point où MM' redcon- 
Ire, OD, ou l’axe des *, s’obtiendra en 


■ * ou op=22 • 

^ Or l’abscisse xT du point N ne dépend pas de la position de ce point sur la 
d^te LL', puisque celle-ci est parallèle è l’axe des y; n'est donc une con- 
stantè. Par conséquent OP est aussi censtanl , et le point P est un point fixe par 
lequel passent toutes les cordes analogues à MM'. C’est ce qu’il fallait démon- 
trer.- . • . ■ 

Rmasoces. D' Le point P se nomme le pôle de la droite IL', et la droite LL' 
est ce qu’on appelle la polaire du point P. 

Dans le cercle, la polaire est perpendiculaire au rayon qui passe par le pôle. 

^ 11. La relation [il montre que OD est moyen proportionnel entre 01 et OP. 

III. Nous avons supposé la droite LL' extérieure è l’ellipse; si elle coupait la 
courbe, la propriété démontrée subsislerail encore. Il est clair seulement que 
on ne pourrait mener de tangentes par les points de la droite qui seraient si- 
tues dans 1 intérieur de l’ellipse. En outre, xT étant alors moindre que o', OP se- 
rait plus grand que o', c’esl-a-dire que le point P serait extérieur è l’ellipse. 


Diy! îcd L-, t, ■l'ipgk 
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SI la polaire était tangente en D , le pèle P se confondrait avec le point D , e) 
serait conséquemment sur ia polaire. 

Si la polaire était la directrice, le pôle serait le foyer correspondant; car en 
o’ 

aurait 1 ’ = —, d’où OP=- c. 

IV. La propriété réciproque a également lieu , c’esl-a-dire que si par un point 
fixe P on mène des sécantes, et que par les points où elles rencontrent la courbe 
on lui mine des tangentes, les couples de tangentes correspondantes d ces di- 
verses séeanles iront se couper sur une même droite LL'. Car si OP reste fixe, en 
vertu de la relation [ 1 ] il en sera de même de x" ; donc les points de rencontre N 
des couples de tangentes seront tous sur la droite qui a pour équation x=xf. ■ 

Si le point fixe P étaitsituéhors de l'ellipse, la droite LL' couperait la courbe; 
car si l’on avait OP > a', on devrait avoir t* < a'. 

SI le point P était en D, la droite LL' serait tangente. 

4S8. Problème. Inscrire dans une ellipse donnée un quadrilatère dont la sur- 
face soit maximum. 

Supposons le problème résolu ; et soit ABCD le quadrilatère demandé (le lec- 
teur est prié de faire la figure). Menons la diagonale DD. Puisque le quadrila- 
tère est maximum, Si on déplaçait le sommet A , en conservant les trois autres , 
la surface totale diminuerait; et comme la surface du triangle DCD ne change- 
rait pas, la surface du triangle BAD diminuerait; le sommet A se> rapprocherait 
donc de la base DD. Il en résulte que le point A est actuellemenl aussi éloigné 
qn’ll est possible de la diagonale DD ; le point A est donc le point de contact 
d’une tangente parallèle à BD. c- 

On démontrerait de même que le point C est le point de contact d’une seconde 
tangente parallèle U BD. Les points de contact A et C de deux tangentes paral- 
. lèles sont les extrémités d’un même diamètre; donc AC est un-diamètre. Il en 
est de même de BD. 

De plus , ces diamètres sont conjugués , puisque l’un d’eux, DD , est parallèle 
à la tangente menée àr l’une des extrémités de l’autre (442, 445). 

La condition pour qu’un quadrilatère inscrit à l’ellipse soit maximum est 
donc que les diagonales forment un système de diamètres conjugués. 

RaHARQVEs. I. Quel que soit d’ailleurs ce système de diamètres conjugués, "la 
surface ADCD sera la même ; car elle est la moitié du parallélogramme construit 
sur les diamètres conjugués AC et BD, lequel est constant (450). 

IL Dans le cercle, le -quadpilatëre maximum inscrit est le carré. 

‘ iS9. PnoBituE. Étantdonnéunâre d’ellipse, achever la courbe. 

Soit ABCD (fig. 75) l’arc donné. Menons 
les deux cordes parallèles AA’ et ao’; par les 
milieux de ceff cordes faisons passer une 
droite DO ; ce sera un diamètre de l’ellipse. 
Menons deux autres cordes parallèles BB’, 
bb' ; par les milieux de ces' cordes faisons 
passer une droite CO : ce sera un second dia- 
mètre de l’ellipse. Le point O où les deux 
diamètres se rencontreront sera le centre 
de la courbe. Menons par le_ centre la 
droite EE' parallèle à BB' : ce se'ra la direc- 
tion du diamètre conjugué de OC. Pour dé- 
terminer la longueur de ce Conjugué, pro- 
■ , longeons CO d’une quantité égale" OC'; par 

les pointé C etc menons des parallèles CT et C'T' à la corde BB’l ce seront des 
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Ungcntes à la courbe ; parje point D menons TT' parallèle à AA' > ce sera une 
troisième tangente; et, en vertu du tliéorème démontré au n°1S6, la moyenne 
proportionnelle entre CT et C'T' sera la longueur du demi-diamètre OE. 

Connaissant deux diamètres conjugués CC' et EE', on a vn (IK2) comment on 
peut tracer la courbe. 

160. Problème. Connaissant, de grandeur et 
de position, deux diamètres conjugués de Tel- 
lipse, construire ses axes. " , 

Soient OC et OD (fig. 76] les deux demi- 
diamètres conjugués donnés. Par le point D 
menez une perpendiculaire à OC, et prenez' 
sur cette perpendiculaire les longueurs OE et 
OF égales à OC; puis joignez OE et OF. Divisez 
l'ahgle EOF en deux parties égales par la 
droite OX , qui coupera EF en un point i ; et 
menez OY perpendiculaire à OX. ^ufln, me- 
nez DK parallèle è OX, et prenez OA=KF 
et OB=OK. Les droltèsOAet OB feront les 
axes de la courbe. 

En effet , pour abréger l’écriture , soient 
OC=o', ODrsb' et COD=V..On aura, d'aprèo 
la construction, ODE=;0e*— V et OQF<=9ff’-f-'V, 
Fig. TS. - et les triangles ODE et'ODF donneront I. V'. ' 

O? -f b" — »o'b' cos tOO* — V) »'»+ 6'» — aa'è' sin V , 

üF*= 0 '= + 6''— 2a'V cos (90» f V) = o'» ■+ b’? + 2ô'b' sin yC ' • . .,V , 

Or, en appelant a et b les demi-axes, on a démontré les relations ' ' . 

,, a'»-(- b'»= o»-|- . et o'b' sin Yssob. ' 

On pourra donc écrire s 

' * F ■ ^ 

''OE’ = o» + b’^2ab, d’où OE=û— b;’- . 

ÔF’=a’-fb»-t-ïab, d’où OF=a+b- 

Maintenant, OX.étant la bissectrice de l’angle EOF, on a-; ‘ ' 

^_0F o' -H DI a -f b , 

lË ~ OE ®“ b' — DI ~ ’ 

d’où l’on tire 5i=î-. 

/ O O . 

D’ailleurs , DK étant parallèle b 01 , on a .... 

. 5Î—0Ç - • 

o'“KF* . • . • ■ 

Donc ■ OK = b et KF=o, ' '' ’ • 

Remarqnons enlln que le point D appartenant à l’ellipse, la droite menée de 
ce point parallèlement k OC serait une tangente ; donc DE est une norinale. En 
vertu du théorème démontré au n°. 158, ou plutôt en vertu de la réciproque, la 
proportion [1] ayant lieu, le point 1 appartient au grand axe. donc, en prenant. 

OA = KF et OB OK , on a bien les axes de ta courbe. ' - ^ 
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161. Problème. 


point H, on aura: 


Une droite .VB (flg. 77) de longueur constante, m nwul, eas'ap- 
puyant par deux de ses pointi, A 
el B, jur deux axes fixes XX' et YY'; 
0)1 demande le lieu décrit par un' 
point détermine' M de cette droite 
mobile. 

I. En examinant les diverses po- 
sitions que peut prendre la droite 
AB, on reconnaît aisément que le 
point H décrira une courbe fermée. 
II s’agit d’en obtenir l’équation.) 

Posons AB=X, MB = a,MA = p, 
OA— a et OB = b. Prenons pour 
. * axes coordonnés les droites Axes 

. .X.\’et YY’. Soit 6 l’angle YOX, et 
soient x et y les coordonnées du 


Flg. 77: 


? = ?, d’où b = 
b X 


-}ÿ 

~ a: 


Or, le triangle AOB dopne 


ÔÂ* + ÜB* — 2 0A.OB.cos AOB=ÂB* ou o’ + b’— 2ab cos 6 = X’. 

Substituant les valeurs ci-dessus de a et de b; et divisant pair X', on obtient \ 

. . • ■ , g^ 2xycos 9_[, 

iT’+pi. 


Telle est l’équation du lieu. On résonnait que c’est une ellipse (76). L’équation 
ne changeant pés quand on y remplace x et y par — x et — y , on en conclut, 
comme au n” 124, que l’origine est le centre de la courbe. Mais èlle n’est point 
rapportée h deux diamètres conjugués , puisque l’équation contient le rectan- 
gle xy des variables. 

Il est facile de se procurer le diamètre conjugué de OD, par exemple. Ên ef- 
tèt, l’extrémilé E de ce-éliamètre est le point de contact d’une tangente paral- 
lèle è OX. On déterminera les coordonnées de ce point en cherchant quelle va- 
leur il faut attribuer è y dans l’équation {!] , pour que les deux valeurs de x se 

réduisent à une spule. Or, si l’on prend - pour inconnue,' la condition pour que ' 

• - OC « ■ 

les deux racines soient égales est . ■ . . 



Les racines égales sont alors 


d’où y 



' I _ y co s 9 
. ? ’■ 


d'où 


X 


a cos 9 
sin 9 * 


Ces valeurs sont faciles è construire. Connaissant le point E, on Joindrait OE, 
qui serait le coiijugiré de OD. Ayant un système de diamètres conjugués, on 
pourrait déterminer les axes. ' ‘ . 
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Remarques. L Si le point décrivant, M 


Fig. 78. 


, au lieu d’étrc situé entre A et B , 
comme nous l’avons supposé dans la 
ligure 78, était situé en dehors, 
comme dans la ligure 78 , la distance 
OP serait égale à — i; on aurait donc 
Xx 

“= — par suite, I équation de 
l’ellipse serait : 


a? , y» , 2117 cos 0 

â» + ^ + — = ' 


[?]. 


et l’on trouverait pour les coordon- 
nées de l’extrémité E du diamètre OE, 
conjugué de OD, les valeurs 



et 




a cos 6 
sin 6 ' 


dans lesquelles les signes supérieurs se correspondent, ainsi que les signes infé- 
rieurs. 


II. Si les droites fixes XX' et YY' étaient perpendiculaires entre «lies, on au- 
rait 6=80"; par suite, l’équation de l’ellipse deviendrait : 

fj-L’— I ' 

quelle que soit la position du point M sur la droite mobile. Là courbe serait 
alors rapportée à son centré et 'a ses axes; les longueurs de ceux-ci seraient 
les dislances a et ^ ou MB et MA. 

16î. La solution du problème suivant se déduit de celle quî vient d’êlre ex- 
posée. 

* » * * . 

■ Problème, Dans un cercle dont le royonerlTO (Hg. 79) roule, sans glissement, 

un cercle dont le rayon CO est - 
moitié moindre. On demandt 
le lieu décrit par un point M 
«itué sur la direction d’un 
rayon déterminé CA du cercle 

• mobile. 

Soit T ie point de contact 
des deux cercles. Par le point 
A et par le centre O menons 
une droite indéfinie XX', qui' 
.coupera le grand cercle en 
un point A.. Par le point O 
menons une droite indéfinie 
YY' perpendiculaire à la pre- 
mière ; elle rencontrera . le 
petit cercle. en un point B , 
qui sera sur le prolongement 
de CA , ’puisqùe l’angle AOB 
est droit. 

Remarquo|u d’abord que le point A. sera précisément la position qu’occupait 
le point A du petit cercle lorsqu’il était langent en A,; en d’autres. termes, les 
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aPcs AT et A.T sont égaux. En effet, on a : 

AC.T AT 
360 "' 

A.OT 
360" 


141 - 


et 



d’où AT = 


d’où A.T = 


2 k.OC.ACT 
360» 
2k.0T. A..T 
360» ■ 


Or.i'angle A.OT ou AOT inscrit dans le petit cercle, wt la moiUé de l’angle 
au centre ACT qui intercepte le même arc AT sur ce petit cercle; d’ailleurs OT 
est le double de OC; les deux expressions de AT et de A.T sont donc égales. 

Cela posé, on voit que la droite AB, qui est constante, puisque c’est un dia- 
mètre du petit cercle , s'appuie par ses extrémités A et B sur deux axes fixes 
rectangulaires XX' et Y\'; le point M situé sur le prolongement de AB décrit 
doiio une ellipse dont les axes sont dirigés suivant ces deux axes fixes, et ont 
pour longueurs respectives : OM. = MC + CO et ON MC — CO. 

Si le point décrivant était situé entre A et B , en m par exemple, les axes se- 
raient r OC + Cm et OC — Cm. ■ • . ' . . . 1 

Si le point décrivant était le point A lui-même, on voit que l’ellipse se réduirait 
au diamètre A.D du 'cercle fixé, On-s’est servi de celle propriété dans les machi- 
nes pour guider des pièees animées d’un mouvement rectiligne allernalir. 

163. Le problème suivant se résout également à l’aide de ce qui a été établi 
aun^-lSl." 

PaOBLÈME, Un triangle AMB (fig. 80 et 81) se meut en s’appuyant par deux de 
■ ses sommets, X et B, sur deux axes fixes 

XX' et YY'; on demande le lieu décrit par 
le troisième sommet. 

1. Si le triangle a la position de la 
figure 80, menons par le point B une 
’ droite Bl qui fasse avec AM un ai^leBIA 
égal au stipplément . de l’angle Y'OX; et 
par les points O et 1 menons une droite 
" indéfinie HH'. Le quadrilatère OBIA sera 
' inscriptible; donc l’angle lOB sera égal è 

l'angle lAB constant du triangle mo- 
F'ï S®- bile. Les points A et I se meuvent donc 

sur des axes fixes XX' et HH'; d’ailleurs les distances 'AI et IM sont conslbntes; 
on se trouve donc dans le cas du n° 161 ; le sommet M décrit donc une ellipte 

qui a le point O pour centréi 

IL Si le triangle a la position, de la 
figuré 81 , menons Bl qui fasse arec AM' 
lin triangle BIA égal à l’angle YOX, et par 
les points O et I menons la droite indéfi- 
nie HH'. Les qutfire po'mts O, B, A, I 
seront encore sur une même drconfé- 
rence de cercle; l’angle 108 sera <1000 le 
supplément de l’angle lAB du triangle 
mobile ; les points A et Ise meuvent donc- 
encore sur ^ux axes fixes AX' et HH'; 

‘ les distances AI et IM sont encore constan- 
tes; le sommet M décrit donc encoretme 
ellipse dont le centre, est le point 0, 

BenARQCE. Si le point M sé confondait avec le péinl,I, l’ellipse deviendrait 
nne ligne droite, puisque le point 1 se meut sur la droite HH'. 




• Fig, SI. 
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164. Problèiie. Trouver le lieu des points d'oà l'on peut mener d PeUipee 
deux tangentes perpendiculaires entre elles. 

Supposons l'ellipse rapportée à son centre et à ses axes; les deux tangentes 
auront pour équations : 

[1] y = mx±y/d‘m‘ + l>‘ et y=m'x±y/a‘m'‘ + V [2]; 

et puisqu’elles sont perpendiculaires entre elles, on doit avoir (68) : 

mm' + 1 =0 [3]. 


Dans les équations [1] et [2], on peut regardera et y comme les coordonnées 
du point commun aux deux tangentes, c’est-a-dire comme les coordonnées 
d’un point du lieu. Si donc on élimine m et m' entre les équations [1] , [2] et [3)^ 
il restera une relation constante entre x et y, qui sera i’équation du lien. 

Or, l’équation [i] peut Être mise sous la forme 

(a? — — 2xym + y' — b’=0 {4]. 


L’équation [2] fournit une relation semblable , qui ne diffère de celle-ci qu'en 
ce que in y est remplacé par m'. Il s’ensuit que l’on peut regarder m et m' 
Comme les deux racines de l’équation [4], Leur produit a donc pour valeur : 



et en substituent dans l’équation [3J, on obtient 

équation d’un cercle décrit du centre de l’ellipse avec un rayon égal è -f b’» 
diagonale du rectangle construit sur les demi-axes a et b. 

' Reharooe. Dans le cas où a—b, te rayon devient ay^, ou le cdté du carré 
inscrit au cercle donné. 

46S. PROm-ter.. On a une s&ie d’ellipSes ayant même centre , icurt axes pro- 
portionnels et dirigés suivant les rndmcs droites ; par un point fixe dans leur plan 
on leur mène des tangentes; on demande le lieu des points de contact. 

Supposons ces ellipses rapportées à leur centre et à leurs axes. Si les demi* 
axes de l’une sont a et b, les demi-axes de i’nne quelconque des autres pourront 
Être représentés par no et nb, n étant un coefficient variable d’une ellipse à l’autre. 

L’équationd’une tangente sera donc (131) : . - 

^ I Vÿ' _ , 
n’a’"*'n’b’~ ’ 


et si et y* désignent les 

coordonnées du point. fixe par lequel on mène les 

tangentes, on devra avoir 

\ 



nW"'’ n!>b’~' • ■ 

['] 

avec la relation" 

^ + ^=i - ■ ; 

n’a» ^ n’b’ 

[2]- 


' Pour obtenir l’éqnatipn du lieu des points de contact, c’est-à-dire la relation 
constante qui lie les coordonnées x' et y’,, il suffit d’éliminer n entre les équa- 
tions [I] et [2]. Peur cela, on n’a qu’à égaler les premiers membres et àsuppri- 
mer le dénominateur n’, ce qui donne . 



O’ - b»~ a’ 
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Celle équallou est celle tl’uue ellipse , qui passe par t’origiue et par le point 
fixe. On pouvait prévoir celte double circonstance. Car, lorsque ces axes , tout 
en conservant leur rapport , deviennent très-petits, l’ellipse approclie de plus 
en plus de se réduire à l’origine des coordonnées; il en est donc de même 
des points de contact. D’un autre côté, parmi les ellipses données, qui 
croissent indéfiniment , on peut toujours en concevoir une qui passe par le point 
fixe; ce point devient alors lui-n;ême point de contact. 

On simplifie l’équation du lieu en transportant l’origine au milieu de la droite 
qui joint le point fixe à l’origine , c'est-k-Klire au point dont les coordonnées 

U* 

sont et J. Pour cela il faut poser : 

i/"- 

= I + Y et ÿ'=y + |; 


substituant dans l'équation [3] on obtient 


Posant, pour abréger, 


O’ b' ~ 4a» 
4a’^4b»~ ’ 


il vient lenfin 


fc»o» k"b» 


L’ellipse est alors rapportée à son centre et k ses axes. On voit que ces axes 
sont proportionnels à ceux des ellipses données. 

■ Rewabque. Si les ellipses données sont remplacées par des cercles concentri- 
ques, le, lieu est un cercle décrit sur la distance du point fixe au centre com- 
mun des cercles donnés, prise pour diamètre. 


466. Pboblèhe. On, a deux cercles 



égaux C et C (fig. 82), qui se coupent eu 
B et D'.; par le milieu O de la distance des 
centres- on mène une sécante quelconque; 
elle rencontre les deux^irconférences en des 
points K fl K' ; on joint CK et'C'K' qui, pro- 
longés au tesoin, se cotcpent en un point il. 
On demande le lieu du point M. 

Prenons pour axes la droite XX' qui passe 
par les deux centres, et la droite ¥Y' qui 
passe par les deux points communs; il est 
évident que le lieu sera symétrique par 
rapport à ces axes , qp que , par consé- 
quent, son équation sera plus simple. 


Posons > ■ CA = a, OB=6, OC = c; 

en joignant C'B , on voit 'facilement' qu’on aura o’ = b»-l-c». 
Les équations des deux circonférences seront 


[1] , ÿ» + (®*_c)»=o’ et y^-l-(x + e'J‘ = a‘ • ; [2J. 


Soit g=mx réqùation de la sécantè; en éliminant y entre celle équation et 
chacune des deux précédentes, on aura les équations qui donneront les absc'»-. , 
ses des points où la sécante rencontre les deux circonférences. Soient *' et les 
abscisses des points K et,^K^' , on trouvera ainsi : . - 


[3] " ■ ■(m’-t-l)®'»'— 2cae'=6’ et I)*’»-i-2cï' = b» , L*]- 
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Les ordonnées des points K et K<- étant flty et mx* , on trouve que les droites 
CK et C'K' ont pour équalions (M) > . • 

v = »=i?qrï(® — ') W 

Dans ces équalions on peut regarder x et v comme les coordonnées du point 
M ; on obtiendra donc l'équaliod du lieu en éliminant x', X* et m entre les rela- 
tions [3], [t], [5] et fG]. 

Pour cela , on éliminera d'abord x' entre [3] et [5] , ce qui donne , après ré- 
ductions, et en ordonnant par rapport è c. 


m} (y’ — b’)c’ — 2 (o’my — b'm’x)c — aV -l-2o’'nxy — b’i»’x’ = 0 [7]. 

Si l’on élimine de même x” entre les équations [4] et f6] on obtiendra une re- 
lation qui ne différera de celle-ci qu'en ce que e sera changé en — e. Pdur que ' 
ces deux relayons subsistent en même temps, il faut donc que le terme affecté 
de la première puissance de c dans l'équaiion [7] disparaisse de lui-même, ce 
qui donne 

o’my — b'm’x=:0 d’où m=^ 


[la valeur particulière m = 0 ne pouvant être admise). En mettant pour m-cette 
expression dans l’équation [7] , on aura une relation constante entre x êt y , 
qui sera l’équation du lieu. On trouve : 

0>cV [o’ (y’ — b>) -f- bV] = 0. 


Or, en supprimarit le facteur n’c’y’ étranger à la question , transposant et divi- 
sant par A'b’ , on obtient 


C’est l’équation d’une elUpsè rapportée è son centre et è ses axes , qui sont 
le diamètre 2a de l’un des deux cercles, et la corde commune 2b. Les centres 
U et C' des deux cercles sont les foyers de l’ellipse. 

• Remarque I. On peut arriver au même résultat par des considérations géomé- 
triques. Menons par lé point C une |>arallèle à OK . terminée en 1 â'sa rencontre' 
avec C'M prolongé. Comme on a OCcrOC', è cause des parallèles on aura aussi 
IK' = C'K' = a.. Mais CK = a; donc 1K'=CK. Or, on a la proportion! 


IM _ CM 
IK'“CK’ 


donc IM.= CM; et parsuUe MC'-i-MÇ^MC'-f-MI — Clx=C'K' -|-K'l=2a. Le. 
lieu du point H jouit donc de cette propriété qpe la somme des distances de 
chacun de ses points à deux points-fixes C et C’, est constante et égale à 2a; 

■ce lieu est donc une eHipse dont Ç et O' sont les foyers, et dont le grand axe 
est 2a. , • 

11. En prenant DA =OC et D'A' = OC’ on aura les sommets du- grand axe. 

Ig'I.- Le lecteur pourra s’exercer sur les questions suivantes: 

I. TBéoRÈHE. Si l'on joint un foyer de l'ellipse avec le point où la directrice 
correspondante rencontre une tangente donnée , la Ugng de jonction sera per- 
pendicutàire au rayon vecteur du point de contact. 

II. THéORêHE. la moyenne géométrique entre les deux rayons vecteurs d’un 

même point de i’ellipsç est le demi-diamètrf conjugué de celui qui aboutit d ce % 
point. ■ . 
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III. - TREorEme. la tomme det carrét.dee projections de deux diamètres con- 
jugués de l’ellipse sur une drxnte fixe quelconque est constante. 

IV. ThEorëue. Si l'on joint deux points m et m' d’une ellipse aux extrémités A 
et B d’un mime diamètre, et que l’on mène la diagonale nn’ du quadrilatère 
déterminé par les quatre lignes de jonction, cette diagonale sera parallèle à la 
tangente TT' men^e à l’une des extrémités A du diamètre, 

V. Prôblëue. Inscrire' dans une ellipse donnée un triangle dont la surface soit 
un maximum. 


-VI. Problème. Étant donnés deux corr^e-ABCD, abcd , donli’un est intérieur 
à l’autre, ayant même centre , et disposés de telle sorte 
■ que les côtés de l’un soient parallèles aux diagonales 
de l’autre , inscrire au plus grand une ellipse qui soit 
circonscrite au plus petit. 

VII. Problème. Trouver le lieu det sommets des 
parallélogrammes construits sur les diamètres conju- 
gués de l’ellipse. ^ 

VHI. Problème. On a une série d'ellipses ayant 
même centre, leurs axes proportionnels et dirigés 
'suivant les mêmes droites; par un point fixe pris dans 
le plan de ces tourbes on leur mène des normales; trouver le lieu des points où 
chaque normale rentontre la courbe (nonnatement). ■ ’ r 



Kg. 83. 


IX. PROBLÈME. Une droite de longueur constante se meut «n s’appuyant par 

ses extrémités sur deux axes fixes; irouier le lieu det centres de gravité det 
triangles déterminés par ces deux axes et par cette droite. , 

X. Problème. On a deux ellipses dont les axes sont proportionnels et respecti- 
vement parallèles ; trouver le lieu des points où chaque diamètre de l’une ren- 
contre le conjugué de son parallèle dans l’autre. 

XI. Problème. , On mène parallèlement à une droite donnée, des tangentes à 

une série d’ellipses ayant les mêmes foyers; trouver le lieu des pointe de 
oontact. ^ ' • - 

-XIL Problème. On a une série d’ellipses ayant même surface et leurs axes 
dirigés suivant les mêmes droites; dans chacune d’elles on insorilun rectangle 
maximum ; trouver le lieu des somsnets de ces rectangles. 


iri8. APFLICAT 10 N&. I.-On sàit qu’une arcade à plein, cintre est formée d’une 
demi-circonférence de cércle AHB [ fig.. 84 ) qui est tangente en A et B aux 



Kg.W. - 

arêtes verlicales AC et BI) des' piédroits U tangente È 
vertical OH est alors une Üorizonlale parallèle à la 


■.J 

l’extrémité H du rayon 
ligne de naissance AB. 


10 
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Lortque l’arcade e»t destinée U soulenir une rampe , la ligne de naissance 
ab prend l'inclinaison de la rampe; il en est de mëiue de la langeole cf menée 
i l’exlrémilé h de la verticale o7c égale à oa ou ô j ah. La courbe ahh de l’ar- 
cade prend alors le nom d’arc rampant i elle doit Cire tangente en a, A et b aux 
droites ce, ef et [d. Le plus souvent on se contente de la remplacer par deux 
arcs de cercle ; mais le tracé a moins de raideur lorsque la courbe est une 
ellipse. 

Les tangentes <u et hf étant parallèles , la droits ab est un diamètre r son 
milieu O est le centre , qt est le conjugué de ao. Ayant un système de dia- 
mètres conjugués égaux , il surjir, pour tracer la courbe , de décrire sur ôb une 
demi-ckoonference , et d'iQcliner ensuite les ordonnées parallèlement à oh (I3‘2). 

Reuarqce. On trouverait dans l'architecture et dans la coupe des pierres 
beaucoup d’autres applications de l’elMpse. 

1C9. 11. Iji perspective, d’un cercle est généralement une ellipse , quand la 
-aurface du tableau est plane. Pour mettre en perspective un cercle O (fîg. 85) 



AB et CD sont parallèles au tableau; on mène la diagonale BC, eld’on tire les 
diamètres £F et GH qui unissent les points de contact. Soit ab l’horizontale qui 
représenle le côté AO sdr le tableau. On démontre que les droites ac, ef, bd, 
perspectives des droites AC, EK, BD, vent concourir en un point P qam l’on 
appelle le point de rue, et que la diagonale BC a pour f>erspective une droite bc 
qui va passer par un certain point P', situé sur'Ja même horizontale que P, et 
que l’on nomme le point dé distance. Quant aux droKes «d 6LÿA, perspectives 
des droites CD et 611, elles sont parallèles i ab. Les lignes tangentes restant 
tangentes en perspective, il s’agiLdc tracer une ellipse tangente cp e, g, f et h 
aux quatre cdtés du trapèze abed. , . 

Pour cela, on remarquera que les tangentes ab et cd étant parallèles, la 
droite ef est un diamètre , et son milieu i est le cenjre. Le conjugué de ef est 
parallèle è ab..Pour en déterminer la longueur, on fera usage du théorème dé- 
montré au n° IS6. On prendra la moyenne géométrique entre ac et cf, et on la 
portera de i en 'le. Ayant un système de diamètres conjugués, on pourra tracer 
la courbe comme il a été dit au n° 4S2. 

Reuarqi;es. L La perspective d’un cercle vertical donnerait lieu à des con- 
structions du môme genre. t' 

II. Les ombres et la perspective des ombres fourniraient beaucoup d’autres 
applications de l’ellipse. • 

17t. UI. Lorsque la corde d’un réverbère conserve sa longueur et reste dans' 
un plan vertical , la poulie est assujettie A décrire une ellipse qui a pour foyers 
■les deux points dq suspeusion et dont le grand axe a pour longueur csHe de la 
eaede. Dans la position d’équilibre , on .démontre que la poulie est au point le 
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■plus bas de l’ellipse ; la tangente en ce point étant horizontale. Pour trouver la 
position d’équilibre, il s’agit donc de mener à l’ellipse une tangente liorizon- 
B taie (140). Pour cela, soient A et B (ligure 8U) 
les points de suspension ; on mènera la verti- 
cale AH. Du point B comme centre avec un 
rayon égal à la longueur de la corde , on décrira 
un arc de cercle qui coupera AH en un point D; 
on joindra Bl); puis, par le milieu I de AD, on 
mènera l’Iiorizoutale I.M qui rencontrera BD au 
■ point M. Ce point sera la position d'équilibre de 
la poulie ; les droites AM et Bit seront les direc- 
tions des deux parties de la corde. 

471. IV ün a construit des salles à voûte 
elliptique ; elles jouissent , sous le rapport de 
l’acoustuiue , d'une |>ropriété remarquable. Sup- 
posons que la voûte soit une surface de révolu- 
tion dont la demi-ellipse AMA'(llg. C!>) soit la courbe méridienne, et dont AA' 
soit l’axe. On sait que lorsqu’un rayon sonore vient frapper une surface , il 
se réfléchit en faisant un angle de réflexion égal à l’angle d’incidence ; c’est- 
à-dire que le rayon incident et le rayon réfléchi font avec la normale des angles 
égaux. I.a normale à une surface de révolution étant la normale à la section 
méridienne qui passe au point de la surface que l’on considère, on voit que si 
un rayot) sonore F’^ émane de l’un des foyers F' de la courbe méridienne, 
après la réflexion il viendra passer au foyer F, puisque les angles F'.MN et FKN 
que les deux rayons font avec la normale MN doivent être égaux. Il en sera de 
même de tous les rayons qui émanent du foyer F', soit qu’ils viennent frapper 
la surface en un point de là courbe ASfA' ou en nn point de toute autre 
ellipse méridienne. Un son produit en F' sera donc perçu en F' avec une inten- 
sité incomparablement plus grandé que Vil était produit et perçu en tout 
autre point de l’cspaeei et c’est ce qu’on observe en effet. 

4 72. V, Le méridien terrestre diffère extrêmement peu d’une ellipse dont le 
grand axe serait le diamètre de l’équateür , et dont le |>elit axe serait la dis- 
tance des pôles. G’est en mesurant les degrés du méridien qu’on a |hi détermi- 
ner les dimensions de ses -axes. 

On appelle arc d'un degré sur une ellipse (pu sur une courbe quelconque), 
un arc tel que les normales menées a ses exlrémilés font entre elles un angle 
d’un degré. Or, il sufllt de connaître la longueur de l’arc d’un degré au pôle et 
à l’équateur pour être en état de calculer les axes du méridien. 

En effet, chacun de ces arcs peut d’abord être remplacé par un arc de cercle 
qui en diffère extrêmement peu ; car, on a vu au n- 136 que la normale en un 
poinl très-voisin du sommet du grand axe , rencontre cet axe à une distance 

du centre égale à -, et q>ar conséquent a une distance du sommet égale à a— - 

ou à L’arc d’un degré compté à partir du sommet du grand axe se coûrond 

il’ 

donc sensiblemcnl avec un arc de cercle dont le rayon serait — ; étal Ven dé- 
signe par d la longueur de l’arc d’un degré dont il s’agit, on a 

_Ë_ — JL 

8(i0» . 


2n- 

a 


[»]. 


On verrait de la même manière que sj d' désigne la longueur de l'arc d’un 




T 

» 




t 

>. • 

». ? 


H8 
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degré compté à partir-du sommet du petit axe , on a 

- d' I* 


» O’ 

•2” F 


■860* 


[ 2 ]. 


De CM deux égalités on tire les valeurs de a et de b. Pour cela , on éléve au 
carré les termes de l’égalité [ly et on multiplie terme à terme avec la propor- 
tion [2] , on obtient > 

d’d' 1 
■ (360>’ 


(2îi)’b’' 


d’où 


, 360 ^d’d* 


_3C0v'dd^ 

2r: 


Par un calcul analogue , on obtient 
On a trouvé ainsi, à environ 500~ près, 

0 = 6377400- et b = 6356100-, 

a étant le rayon de l’équateur, et b celui du pâle. 

Ce qu’on nomme l’aplatissement est le rapport 


a — b 

O 


21.300 
' 6377400 ' 


1 

299‘ 




173. VI. Les orbites des planètes (lorsqu’on néglige les petites perturbations 
qu’elles éprouvent) sont des ellipses dont le centre du soleil occupe l’un des 
foyers. L’orbite de la terre, par exemple, est une ellipse dont le demi-grand 
axe est d’environ 153493000 kilomètres, et le demi-petit axe de i&3454000ldro- 

mètres. L’excentricité, ou le rapport^ est 0, 01678. Cètte ellipse, comme on 
voit, diffère peu d’un cercle. 

Parmi les planètes anciennement ■connues , celle dont l'orbite est la plus 
excentrique est Mercure; pour cette planète, le rapport.- est égal à 0,20362. 

La planète dont l’orbite a la plus grahde excentricité est Junnn , pour là- 
quelle -•= 0,256. 

D’après la première loi de Képler, si par le foyer F (Og. 87) de l’orbite planétaité 
qu’occupeSe centre du soleil, on conçoit im 
rayon vecteur fictif Fm mené au centre de la 
planète , ce rayon vecteur décrira des aires 
proportionnelles au temps, c’est-k-dire que si 
m' est la position qu’occupe la planète aii bout 
de 1* par exemple, le secteur mFm' aura une 
surface constante , qilelle qoe soit la position m , 
qui a servi de poial de départ. . 

L’arc mm' n’est autre chMe-que la vitesse e 
de la planète; la loi de Képler fournit le 
. moyen d’exprimer d’une manière très-simple 

' la loi suivant laquelle varie celte vitesse. En 

effet, soit T la durée de la révolution de la planète exprimée en secondes; l’aire 
du secteur décrit en une seconde sera (IS3) . - 

Kob- • • . 

*=1^ [I]- 

Mais l’arc mm' étant assex petit pour pouvoir être considéré comme rectiligne , 
on a aussi . , *= ^mm'.p . 
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CB appelanl p la perpendiculaire l'P abaissée du foyer F sur la tangente en m ,, 
on sur le prolongement de Félément mm'. D'ailleurs, en vertu du théorème dé- 
montré au n* 1S4, si p' désigne de même la perpendiculaire TP abaissée du 
second foyer F' sur la même tangente , on a • , • 

1 6 ’ . . 

^ •. . 

I , ^ • 

t = —, 

V 


et par suite 


[ïj-, 


Égalant les seconds membres des relations flJ et [2] , on obtient 


, , b’ %ab ,, , 

1mm'. T = d’ou 

P I.. 


, 2na , 

mm' ou V = . p’, 


c’est-è-dire que la vitesse v de ta planète est proportionnelle è la perpendicu- 
laire p' abaissée du second foyer de l’orbite sur la tangente. 

La vitesse est donc la plus grande quand la planète est au point A que l’on 
nomme le p^rtTiélte; on a alors p'=o + c, et par conséquent 

' 2sa (o -t- c) ' 

« = 

I»T ^ 

Elle est la plus petite quand la planète est au point A’, que l’on nomme l'aphéfte ; 
on a alors pp'=n — e, et par suite 

, . ■ ^ _ 2ko (g — c) 

Ces vitesses extrêmes sont dans le rapport de a+c à o— c , ou , ce qui revient 
, au même , dans le rapport del-|-^àl — Pour l’orbite terrestre , par exem- 
ple, dans laquelle ^=0,01678, les vitesses au périhélie et à l’aphélie sont entre 
elies comme 1-1-0,01678 esté i— 0,oi678 ou comme 1,01678 est à 0,98322. 
Pour Mercure, on a ^=0,20562; et par conséquent le rapport 'des vitesses 

extrêmes est celui des nombres l^j- 0,20562 et 1—0,20562 ou dé 1,20562 é 
0,79438. 


. ; CHAPITRE vil, 

PROPRIETES PRINCIPALES l'HYPERROLE. ' 

§ 4. centre; axes; ordonnées; fotebs et dirbcttricis. 

174. CcBtrei axêài •rdionBéea. On a VU au n° 93, que l’équa- 
tion de l’hyperbole peut être ramenée à l’une des deux formes 


[ 1 ] 


a* b' 


ou 


■b' a'~* 


[ 2 ] 


les axes étant rectangulaires. 
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La seconde forme se ramène elle- même à la première en chan- ' 
^eaat les y en x et les a; en y ; il suffira donc d’étudier la première. 
Bile ne diffère de l’équation de l’ellipse qu’en ce que 6* y est reiri- 
placé par — b*. ,. ... 

€ette équation ne change pas quand on y remplace a; et y par' 
— X et. — y; on en conclura, comme au n° 124 , que l’origine est 
le centre de la courbe. 

A chaque valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et 
de signe contraire; et à chaque valeur de y correspondent de 
même deux valeurs égales et contraires de x. On en conclura , 
comme au n° 124, que les axes rectangulaires auxquels la courbe 
est rapportée sont des axes de symétrie. On les nomme les axe$ de 
l’hyperbole. La courbe* se compose de quatre parties supeipo- 
sables. ‘ . ' 

Poury=0, on a a;=±a; mais pour a;=0 on trouve y — !• 

11 en résulte que l’axe des x rencontre la courbe; mais que Taxe 
des y ne la rencontre pas. Le premier prend pour cette raison 
le nom d’are transverse ; sa longueur est 2a. Quoique le second 
ne rencontre pas 1a courbe, on convient encore d’appeler 2è sa 
longueur. ' 

' L’hyperbole est dite éy«»7a<ère lorsque l’on a a = è. 

On tire de l’équation [1] 


y—ûi—yJa? — a’ 


f3]. 


On reconnaît que la courbe n'a aucun point dont l’abscisse soit 
nroindre que a en valeur absolue ; et si Ton fait croître a; de o jus- 
qu’à oo, y croit depuis 0 jusqu’à oo . La courbe a donc la forme 
indiquée par la figure 88. Les points À et A' où elle est rencontrée 
par son axe transverse sont les deux sommets de l’hyperbole. 

On, peut la construire par points 
'd’après sort équation. Soit OP 
(fig. 88) l’abscisse d’urt point dont 
on cherche Pordonnée; du point P- 
on mènera une tangente PN au cer- 
cle décrit sur AA' compie diamètre ; 
on prendra 91 = b, et PK==o; on 
joindra KN, et l'on mènera IH pa- 
rallèle à KN : puis on prendra PM 
égal à PH ; le point M sera un point 





WB 

Sn|H 



■H 

-Fig. M. " . 


de la courbe, car on aura. 

MP 


PH PI 


Mais 

donc 


DE l’hypeebolb. 


IM 

NP= /PA. PA' = v^(a: — a) (a: -j- a) = v'»* — a*, 

MP b 
\/x* — a* ® 

-ce qui revient à la relation X3]. 

-17S. On peut aussi, comme au n“ I2S,- calculer les coordonnées 
d’autant, de points de la courbe qtt’on voudra sans «roir de radne 
à extraire. 

Il suffit de poser • • . 

a? = ±a.j-^ et y = ±6.^-^,, 

formules qui vérifient l’équation [t] indépendamment de l. En y 
’ faisant croître t de 0 jusqu'à 1 , x varie de a jusqu’à oo , et y depuis 
O jusqu’à 00 . 

Théorème. Les carrés des ordonnées perpendiculaires à Caxe trans- 
verse sont entre eux comme les produits des distances des ces ordùtt- 
nées aux deux sommets. 

' En effet, M(a;, y) et M'(a/, y') éUnt deux points de l’hyperbole, 
on a 

et 

y* a* — g* {x — oUa: -f a) ' : • ' ' 

/* x'* — O* (*' — g) («'+01’ 

maisy = MP, y'=M'P', x — a = AP, « + o=A'P,'«' — o^AP' 


et • 
Donc 


a’ + a = A'P, 

MP’ AP . AT 
W^-WTW ' 


ce qu’il s’agissait de-démofitrer. 



i76. Foyer*. On a vu au n° 12 que la courbe qui jouit de cette 
propriété que la différence des distances, de cfiacun de ses pDiûts 
à deux points fixes est constante, est une hyperbole. Nous allons 
faire voir que toute hyperbole jouit de cette môme propriété. 

Prenons sur l’axe transverse de l’hyperbole deux points F e< F' 
(fig. 89) situés de part et (Tautfe du centre à une distance c=/â^+î*. 
Soit M un point de l’hyperbole répondant à une abscisse positive 1 


• « 
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!, ^ joignons MF et MF'. Nous aurons : . - ' . ■ 

MF*=y*+(a;— c)*=-^(x*— a‘j + (a;— c)* =(^— — oj , 

d’où MF = !^-o_ [fl- 

attendu que a; étant au moins égal à a , et c étant plus grand que a , 

• ‘ “ 
le terme — est plus grand que o. • • 

m On aura de même : ' 

' MP = y*+ (a: + c')* = -ÿ a*) + (ar + c)* = 

d’où . MF' = ^ + a .;[5Î.'- . 

Retranchant [4J de [5]( on obtient 

MF'— MF=2a, 

quantité constante ; ce qui démontre la propriété énoncée pour la 
' branche d’hyperbole située à droite de 

l’axè des y. A cause de la symétrie , il 
est clair qu’elle a lieu pour l’autre bran- 
che, avec cette seule différence que les_ 
points situés sur cette seconde branche 
sont plus éloignés de F que de F'. 

Les points F et F’ sont les foyers- de 
l’hyperbole ; les distances MF et MF' 
sont les rayons vecteurs du point M. La 
propriété que l’on vient de démontrer 
peut s’énoncer en disant 'que, dans 
l’hyperbole , la différence des rayons 
*»• ■ vecteurs est égale à l'axe transverse. 

; Remaroues. I. Cette'propriété n’appartient qu’aux points de l’hy- 

perbole, car soit d'abord M' un point extérieur (c’est-à-dire placé 
du côté où la courbe tourne sa convexité); joignons M'F' et M'F,' 
qui coupera la courbe en un point M; joignons MF', nous aurons : 

/ • ' • M'F’<MF'-KMM', ‘ d’où MF — MF < MF -j- MM' -MF, 

* ou • M’F— M'F < MF'— MF ou <2û; ' 

soit, en second lieu, M!.un point intérieur (c’est-à-dire placé du 
'■*- . côté où la courbe toupe sa concavité) ; joignons M'T' et M'T, (font 
le prolongement cou{^ra la courbe en un point M ; joignons MF'.^ ; 
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Nous aurons: ' . . ^ . 

M'T'>MF'— MM", d’où M"F — M"F>MF — MM"— M'F, 

du M"F'— M'T>MF'— MF ou >2 a. 

On voit qu’un point est hors de l'hyperbole, svr Vhyperbole, ou in-^ 
térieur à l’hyperbole, suivant que la différence de ses distances aux 
deux foyers est inférieure, égale ou supérieure à l'axe transverse. 

II. Pour construire les foyers, 
il suffît d’élever au sommet À 
(fig. 90) une perpendiculaire à ^ 
l’axe transverse ; de prendre sur 
cette perpendiculaire une lon- 
gueur AB égale à 5, et de décrire 
du point O comme centre, avec p 
OB pour rayon , une demi-circon- 
férence de cercle. Elle rencontrera 
l’axe transversc prolongé , aux 
points F et F' qui seront les foyers ; 
car on aura 

OF = OB = v/OA* -f AB* = v^a* -f- 5*. 

La distance FF' ou 2c se nomme l'excentricité de l’hyperbole. 

III. On a vu au n° 12 comment on trace la courbe d’un mouve- 
ment continu en s’appuyant sur la propriété dont nous nous occu- 
pons. On peut aussi 1a construire par points. Pour cela du foyer F 
comme centre avec un rayon plus grand que c — o on décrira un 
arc de cercle ; du point F' comme centre avec un rayon égal au pré- 
cédent augmenté de 2a on décrira un second ai*c de cercle. Ces 
deux arcs se couperont en un point appartenant à l’hyperbole. 

IV. Dans l'hyperbole, comme dans l’ellipse, le rayon vecteur est 

une fonction rationnelle, entière et du premier degré de l’abscisse 
du point considéré, lorsque la courbe est rapportée à son centre et 
à ses axes ; en général le rayon vecteur est une fonction rationnelle, 
entière et du premier degré des coordonnées du point considéré , . . 

quel que soit le système de coordonnées rectilignes auxquelles on 
rapporte la courbe (128, IV). 

177. Directrice!. A chaque foyer de l’hyperbole , conmie à 
chaque foyer de l’ellipse , correspond une directrice, c’est-à-dire 
une droite telle que le rapport des distances de chaque point de la 
‘ courbe au foyer et à cette droite est constant. 

. Soit DL (fig. 90) une perpendiculaire à l’axe transverse. Soit M * 
un point de l’hyperbole)- joignons MF, et menons ML perpendicu- 
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taire à DL; si l’on représente OD par d, on aura 


MF = - — «, 
a 


ML = a; — d. 


\et si k désigne le rapport constant de ces deux longueurs, ou devra 
avoir 



—h d’où 




dA^o=0. 


Pour que cette relation subsiste quel que soit x, il faut qu’on ait 
séparément • ' 

* fl* 

et dk=:a, d’où d = — , . ‘ • ’ 


a 


c’est-à-dire que la distance d doit être une troisième proportion- 
nelle à la demi- excentricité et au demi-axe transverse ; et qu’ators 
le rapport des distances MF et ML est celui de l’excentricité à l’axe 
transverse. 

Pour le second foyer on trouverait une droite analogue D'L' si- 
tuée à une distance du centre égale à — . 

• fl • 

Ces droites sont les directrices de l’hyperbole. Comme e est plus 

fl* 

grand que a, la distance — est moindre que a ; les deux directri- 
ces sont situées entre les sommets A et A' de la courbe. 

la propriété que l’on vient de démontrer peut s’énoncer en di- 
sant que les distances <Tun même point de l'hyperbole au foyef et à -• 
la directrice correspojiÂante sont entre elles comme V excentricité est 
ù l’axe transverse. 

Remarques. 1. Pour construire la directrice DL, il sufdt d’élever 
sur OA la perpendiculaire AB égale à é , de joindre OB; d’abaisser 
du foyer F sur OB la perpendiculaire FI, et de mener par le point I 
une perpendiculaire DL à l’axe Iransverse. Car on aura : 

. • ' op .oi. - . ' 

01 ~OF’ ■ ' ' 

mais les triangles OAB^ et OIE sont égaux comme étant rectangles, 
ayant un angle commun et les hypoténuses égales; on a donc * 
01 = OA, et l’on, peut écrire . ’ - - . 

. •' OD OA 

DÂ“"OF 


OD 

a 


ou 


d’où 


0D=“. 


s.' 
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V 

II. Quand l'hyperbole est équilatère, le point D est le miljcü de 

OF ; car le triangle OAB, et par suite son égal 01F, sont isocèles, 
puisque l'on a o = 6. . 

III. Dans l’hyperbole c est plus grand que a; ainsi, un point 
quelconque de la courbe est plus près de la directrice que du foyer . 
correspondant. C’est l'inverse de ce qui a lieu dans l’ellipse. 


S 2. TAffGENTB BT NORMALE. 

178. TanMente. Le coefficient angulaire de la tangente à l’hy- 
perbole, au point (x', y') , a pour valeur (105) • 


»ft = 





qui ne diffère de celle du coefficient angulaire de la tangente à l’el- 
lipse qu’en ce que 6* est changé en — b^. 

Pourvoir comment ce coefficient varie, remplaçons y' par sà va- 
leur tirée de l’équation de la courbe ; on trouve après réductions. 



Considérons la portion de la courbe comprise dans l’angle YOX. 

Quand x' croît de -|- o à , »n décroit de -j- à -f- - ; il en ré^ 

a 

suite que, dans l’intorvalle considéré, la coutbe tourne sa concavité 
vers les y négatifs (108); et à cause de la symétrie, on peut dire 
que dans tout sqn cours elle tourne sa concavité vers le prolonge- 
ment de son axe transverse. 

Au sommet, on a x' = a et y' = 0 ; par suite nt— w ; la tangente 
en ce point est donc perpendiculaire à l’axe tfansverae. 

179. L’équation de la tangente à l’hypctbole, au point (x', y'), 
est,' d’après ce qui'précède (105) , 


y— y' = -f ^ (X— x') 

il faut y joindre la relation 
■ ■ 

a* 

• fini exprime que le pmnt est sur la courbe. 




r» 


s 
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On peut mettre l'équation [2] sous la forme 
xx' yy'. x'* v'* ■ 

et par conséquent, .'en vertu de [3], on peut écrire 

■ '■ r4v 

telle est l’équation de la tangente. 

180. Problèmes. I. Mener, une tangente par un point (x", y") 
extérieur {c'esi-à-dire situé entre les deux branchei de l'hyperbole). 

On aura , pour déterminer a/ et y\ coordonnées du point de con- 
tact, les deux équations : 




é* 


= 1 et 


af'X' 


—ÏT — ‘i 


6* 


dont la seconde exprime que le point donné est sur la tangente. 

L’élimination conduit à une équation du second degré ; il* y a 
donc en général deux tangentes. Elles se réduisent à une seule, 
quand le point donné est sur l’hyperbole. 

Maisau lieu de déterminer les coordonnées a:' et ÿ, par le calcul, 
il- est préférable de remarquer que le point de contact peut s’obte- 
nir, comme au n“ 152, par l’intersection de deux lieux géométri- 
ques, savoir î l’hyperbole elle-même et une droite, la corde des 
contacts , dont les coordonnées à l’origine sont ; • 


Xi 


■p 


et 


ô’ 


II.' Mener une tangente parallèle à une droite donnée dont le 
coefficient angulaire est m; ' 

En opérant comme au n' 132, on trouvera : . . • . 


y = mx ± a^ni' — é’- ‘ • 

Cette équation ne difit-re de celle qui a été trouvée pour la. tan- 
gente à l’ellipse qu’en ce que é’ y est remplacé par — 6*. 

II y a , comme on voit , deux tangentes parallèles à la direction 
donnée. Elles se confondent en une seule droite passant par le 
centre, quand on a 

...J ** • 

ne = — ou 

O* a 
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D* L'BYPBEBOLE. » : . . ' 

et le problème devient impossible quand on a 

‘ <-î ou »»•<- 

a* O 


en valeur, absolue; donc, si « désigne l’angle aigatlont la tangente 
est - , la droite donnée doit fiaire avec Faxe des a», pour que le 
problème soit possible, un angle compris entre a et IgO" — «. 

Remabqüe. Si l’on cherche les coordonnées des points de contact, 
on trouve pour x' et pour y' deux couples de valeurs qui sont 
égales et de signe contraire. Il en résulte que les deux points de 
pontact sont aux extrémités d’une même droite passant par le 
centre. . . 


181. Si l’on &ft 
trouve 


y — 0 dans l’équation de la tangente., on 

a* 


quantité indépendante de b et de y^. Il en résulte, comme pour 
l’ellipse , que si l’on décrit diverses hyperboles ayant le même axe 
transyerse , et qu’on leur mène des tangentes aux points qui ont 
pour abscisse commune x', ces tangentes iront toutes couper l’axe 
transverse en un même point. 

>« 

Remarque. La valeur de x étant de môme signe, que x', il .s’en- 
suit que la tangente coupe l’axe transverse entre la branche d’hy- 
perbole qu’elle touche et le centre; et que, par conséquent, la 
tangente passe toujours entre les deux branches. 


, 182.. ivormaie. On trouvera pour l’équation de la normale, au 

point dont les coordonnées sont af >/, 




Elle ne diffère de l’équation de la normale à l’ellipse qu’en ce que 
6* est changé en, — 6*. 

Pour obtenir le, point où- la normale coupe l’axe transverse, il 
faut faire y = 0 ; ca qui donne - 




ou 



L'abscisse x du point de rencontre est donc proportionnelle à 
l’abscisse x’. ; ‘ 
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Sa plus petite valeur répond au itiinimunl de x! qui est vi , on 
trouve alors 

• e* ^ . 

x = ^, 
a 

quantité plus grande que c. Ainsi, une normale Indniment voisine 
du sommet rencontre le prolongement de l’axe transverse au delà 
du foyer, par rapport au centre. ^ - ' • , ' 

185. Théorème. La tangente à t hyperbole divise en deux parties 
égales l'angle des rayons vecteurs. 

Soit MT (fig. 91), la tangente au point M, et soient MF et MF' 
les rayons vecteurs de ce point. Il s’agit de démontrer l’égalité : 

TF 

TF “MF” 

Or, <m a vu au n“ 156, que la distance OT a pour valeur en 

, ' 3C • ' 

appelant x l’abscisse du point M. Il en résulte 


. TF =0F 


• DT = C 


et TF' = OF’iOT = c'-V- = ^^^i^’, 

j'.-.'. TF c;? — «•. 

TF’“ca: + o’’ 

.maïs, d’après ce i^ui’a été établi au n» liSl, on a aussi 
. ex _ cj:— O* 


MF = --o: 
.. a 

MF'= — ,+ n: 

O ' 


ex 4- O* 


J, , MF ex — a’ . • • 

' MF cx-^a' 

• YP ]^JP ■ * 

Les rapports et sont donc égaux , et la droite MI est lu 
bissectrice deï’angle FMF'. 

Remarqoes. I. Il en résulte que la normale MN est la bissectrice 
de l'angle supplémentaire IMF) ■ . 

II. Il en résulte encore que si une ellipse et une hyperbole ont 
les mêmes foyers , les tangentes aux deux courbés, en chaque point 
d’iotersectioni sont perpendiculaires entre elles (157). 
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104. Le théorème précédent fournit un nioyeij de construire la 
tangente à l’hyperbole par un point donné. 

Supposons d’abord le point donné en M sur la courbe. On mè- 
nera les rayons vecteurs 
MF et MF', on prendra 
MII = MF, on joindra" 
HF, puis on abaissera MT 
perpendiculaire sur HF; 
la ligne TT' ainsi obte- 
nue, sera la tangente de- 
mandée , car on aura 
par construction l’angle 
HMT TMF. 

180. Supposons en se- 
cond lieu que le point 
suit donné en P hors de 
91. la courbe. Du point P 

coipine çentre avec PF pour rayon on décrira uii arc de cercle; 
du point F' comme centre avec un rayon égal-à l’axe transverse ia 
on décrira un second arc de -cercle qui coupera le premier en un . 
point ïf; on joindra FH, et du point P on abaissera sur Fil la per- 
pendiculaire PT qui sera la tangenté demandée. En joignant F'H, 
et prolongeant, on aura le point de contact M. • ■ 

La construction sera toujours possible quand le point donné P 
sera extérieur à l'hyperbole dans le sens que nous avons défini 
plus haut. 

• En effet, le point P étant extérieur à l’hyperbole, on a (104, 
Rem. I) : ' 

PF'_PF<2a [1]. 

■' De plus, le point P étant supposé plus voisin de F que de F',”on 
t PP < PF',’ et à plus forte raison . 

PF<PF'-f2a . [2]. 

D’ailleurs, le triangle FPF' donne FF' < PF' 4- PF. 

A plus forte raison, on aura, puisque 2a est moindre que FF', 

■ • ■ 2a<PF'-f PF'’' [3]. 

On tire de l’inégalité [I] . • ■ , . 

PF'<'2a-(-PF, • 

c’est-à-dire que la distanCe des centres est moindre que la somme 
des rayons. Si' Pf est plus grand que 2a, on tire de l’inégalité [2] . 

• . .’ , s PF'>PF— -2a; 
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et si PF est moindre que 2 a, on tire de l’inégalité [3] 

PF>2a — PF, 1 

on voit que dans l’un ou l’autre cas la distance, des centres est plus 
grande que la différence des rayons; donc les arcs du cercle se 
couperont. ■ 

La démonstration serait analogue, si le point P était plus voisin 
de F' que de F. • ‘ 

Remabqde& I. Ces arcs auront deux points communs ; ainsi il y 
aura deux positions pour le point B , et par suite deux tangentes. 

II. Si l’on joint le point O, milieu de FF' au point R milieu 
de BF, on a une droite parallèle à MF', et qui est la moitié de F'B, 
par conséquent égale à a. De là ce théorème ; Le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées de l’un des foyers d’une hyperbole surses 
tangentes est la circonférence du cercle décrit sur l’àxe transverse 
comme diamètre. 


106. Le théorème du n° 185 permet aussi de mener une tan- 
gente à l’hyperbole parallèlement à une droite donnée. 

Pour cela ,' du foyer F on abaissera une perpendiculaire' FB sur 
la direction donnée; et du foyer F' comme centre, avec un rayon 
égal à l’axe transverse on décrira une <^irconférepce qui coupera la 
perpendiculaire en un point B. Par le milieu K de FB on mènera 
une parallèle à la droite donnée , ce sera la tangente demandée^ Le 
point où elle rencontrera le prolongement de FH sera lé point de 
Agence H. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le’ cercle ren- - 
contre la droite FB, ce qui exige que la distance de cette droite 
au foyer F' soit moindre que 2o. Or, si yz=mx.-\- n est l’équation 

de la droite donnée, celle de FB sera y= (aî — c),'on devra 

Tit 

donc avoir (69) , ' 


0 — -(— c— c) 


V 


‘+i 


<2a ou 


• + 1 


<«. 


d’où l’on tire , *** ou ■ ' 

i . • • . .T . • . 

Il faut donc que le coefficient angulaire s soit plus grand que ^ 
en valeur absolue ; ce qui revient à dire, en appelant a l’anglé aigu 



c 


• ' DS L’ HYPERBOLE. 16i 

dont la tangente est q\ie la droite donnée doit faire avec l’axe 

des X un angle compris entre « et 180^ — «. C’est la condition déjà 
trouvée au n° f80. 


g 3. DIAnèTRES ET COnOSS SCPPLÉMENTAIEBS. 


187. EMamèirM. On démontrera, comme au n° 141, que le» 
diamètres de l'hyperbole sont des lignes droites passant par le centre, 
et réciproquement. Et, si l’on désigne par m le coefficient angulaire 
d’un système de cordes parallèles , et par m ' le coefficient angulaire 
du diamètre qui les divise en deux parties égales, on trouvera qu’il 
y a entre ces coefficients la relation constante 


«m* 


P 

a* 


[ 1 ].- 


qui ne diffère de celle du n* 141, qu’en ce que 6* est changé ” • 
en — '• • ■ ■ - 

Hais tous les diamètres de l’hyperbole ne rencontrent pas ta 
courbe. . 

Soit yzeim'x l’équation d'un diamètre; en la combinant av^ 
celle de l'hyperbole pour obtenir les coordonnées des points de . 
rencontre , on obtient - , . . 

. «è . ' , m'ab 

x = ±— et w = ± — ^ . 

y'è* — éi’V 

Pour que ces valeurs $oient réelles , il faut qu’on ait 

' ' b 

■ ô* — ou *«'<;- en valeur absolue ; 


ce qui revient à dire qu’en nommant a l’angle aigu dont la tangente 
est -, le diamètre doit hiire avec l’axe des x un angle compris entre 

O ' , 

0 et a, ou entré 180* et 186“ — « , pour ‘qu’il rencontre l’hyperbole. 

Nous appellerons diamètres transverses ceux qui rencontrent là 
courbe. • ■ 


Remarqué. 11 résulte de la relation [1] que si m' est moindre que 
^ en -valeur absolue , m est au contraire plus grand que | ; par con- 
séquent les cordes qu’un diamètre transverse divise en deux partiés 
égales font avec l’axe des x un angle compris entre a et 180® — a. 
Celles qui sont divisées en deux parties égales par un diamètre non 

11 
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transverse, font avec l’axe des x un angle compris entre 0 et a ou 
entre 180" et 180" — o. 

188. TttÉORÉME. La tmgmtt à l'extrémité d‘an diamètre trans- 
verse est parallèle aux cordes que ce diamètre divise en dertx parties 
égales. 

Môme démonstration qu'au n° 142. 

Remarque. Il résulte de ce théorème que les cordes divisées en 
- deux parties égales par un diamètre transverse ont leurs extrémités 
sur une môme branche de l’hyperbole; car la tangente -à laquelle 
elles sont parallèles passe entre les deux branches (181 , Rem.); et 
jiar conséquent une parallèle à cette tangente ne saurait couper les 
(lenx branches à la fois. 

- Quant aux cordes qui sont divisées en deux parties égales par un 
diamètre non transverse , il est clair qu’elles ont chacune leurs ex-- 
trémités sur les deux branches; car une corde qui a ses extrémités 
sur une môme branche ne saurait avoir son milieu entre les deux 
branches. . - * • . 

189. Cardea Hnppiémeutnirea. On démontrera , coiume au 
n* 145 , qu’en appelant (i et ix' les coefficients angulaires de deux_ 
cordes supplémentaires , c’est-à-dire de deux cordes joignant un 
même point de la courbe aux extrémités d’un même diamètre 
transverse, il y a entre ces coefficients la relation constante '■ 

• , ■ ' • 

qui ne diffère de celle qui lui correspond dans l’êllipse qü’en ce que 
^ est remplacé par — è*. . 

Ou en déduira, comme au-n" 144, que : le diamètre qui divise 
une corde en deux parties égal^ est parallèle à la corde supplémen- 
taire; et que : si l’ on mène tîne corde parallèle à un diamètre trans- 
verse donné , la tangente à l'extrémité de ce diamètre sera parallèle 
a la corde supplémentaire. 

U en résulte; comme dans le cas de l’ellipse, un' moyen de me-_ 
uer la tangente, soit par un point donné sur la courbe, soit paral- 
lèlement à une ligne donnée, pourvu que son doefripient angulaire 

b " ' ' " 

soit plus grand que - en valeur absolue. ‘ - 

Remarque. Il suit de la définition même des cordes supplémen- 
taires que les extrémités de l’une sont sur une même branche de. 
l’hyperbole, et que les extrémités de l’autre sont sur. les deux 
branches. . , . 

'190. eonjairaês. Dans l’hyperbole , comme dans 
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l’ellipse, on appelle diamètres conjugués deut diamètres parallèles ' 
à deux cordes supplémentaires. ■ 

' Si m et m' sont les coefficients angulaires de ces diamètres, on a, 
en .vertu de la relation (^montrée au n° 189 , - . 

• • ■■/;.■. ' . [‘ 1 -. 

On démontrera, comme au n° 143, que, réciproquement, si 
l’on a cette relation entre les coefficieuts angulaires de deux dia- 
mètres, ces diamètres sont parallèles à deux cordes supplémen- 
taires , et par conséquent conjugués. 

On verra également , comme au n° cité, que chacun des deux 
diamètres conjugués divise' en deux parties égales les cordes paral- 
lèles à Vautre. i 


Remarque. 11 résulte de cette propriété que , de deux diamètres ' 
conjugués, «i». seul est transverse; car, s'ils l’étaient tous deux, 
les extrémités de§ cordes qu’ils divisent en deux parties égales se- 
raient- sur une même branche de l’hyperbole (188, Rem.); ces 
cordes ne seraient donc pas suppténæntaires: ^ 

On arrive à la même conclusion en se fondant sur la relation [t]; 
car si le premier diamètre est transverse-, on a en valeur absolue 

(187); par conséquent ce qui démontre que. le se- 

cond diàmètré ne rencontre pas la courbe. 

191. Problème. Etant- donnée la direction d’un diamètre, con- 
struire son conjugué. 

Soit OM (fig. 92) la direction du dia- 
mètre donné ; on lui mènera une corde 
parallèle AD , puis le diamètre DD’ et 
la corde supplémentaire AD' ; la direc- 
tion ON , parallèle à cette seconde . 
corde, sera celle du conjugué de OJL 
On pourrait aussi ,se contenter de • 
joindre le centre au milieu de la corde 
AD parallèle au diamètre donné. 

Si lé diamètre OM est donné par son 
équation y = ma?, celle de son conju- 
gué ON sera 

y = ~r—X. ; 

ahn 

Remarque. Quand a — b, les coefficients angulaires des deux 
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diamètres conjugués sont m et c’est-à-dire que dans l'hyperbole 

éyailatère les diamètres conjugués font avec l’axe des u des angles 
complémentaires. ... ■ 

192. Anarle de deux dienètres eonjBdoés. Soit Y l’angle 
que font entre eux deux diamètres conjugué» de l’hyperbole, On 
aura (67), . ' , 

à* ■ - 


m — 


tang V = 


a*m O* / à’ \ 




L’angle V ne peut être droit que pour m = 0 ou pour »» = » . 

b' tP • 

Mais dans ce cas on a = as ou =9 ; par conséquent les axes 

de la courbe sont te seui système de diamètres cotÿugués rectmgu- 
'laires. . . *. • - 

La valeur de tang V peut passer par tous les états de grandeur | 
excepté par zéro. Pour que tang V soit nul, il faut qu’on ait : 

m=± . 

a 

Mais alors devient aussi égal par conséquent les deux 

diamètres conjugués se confondent en une seule et même droite; 
or, il n’y a pas, à proprement parler, de diamètre qui corresponde 
.à cette direction. Car ces droites^ qui^ont pour équation 

' _ 4 _ * ' • 

V . - 

ne rencontrent l’hyperbole qu’à une distance infinie, comme il est 
fiacile de s’en assurer en combinant cette équation avec celle deda 
éourbe. 

Nous reviendrons plus loin sur les droites que l’équation ci-des- 
sus représente, et qui jouent dan» l’hyperbole un rôle important. . 

Remarque. L’angle V que font entre eux deux- diamètres conju- 
gués, est celui que fait un diamètre transverse avec la tangente 
menée à son extrémité; c’est aussi l’angle de deux cordes supplé- 
mentaires. On voit que cet angle peut prendre toutes les valeurs,' 
excepté la valeur zéro, qui répondrait à un point situé sur la courbe 
à.one distance infinie. , , ' • 
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i9S. Soit d la longueur du demi-dianaètre transverse qui a pour 
équation . . • • 

' . , ■ y —rnx. 

En combinant cëtte équation avec celle dé l’byperbole, 


a* b'~ ' 


on trouve 


«* 6 * 


’6* — o’f»’ 


et y* = 


a'b*m* 


b‘- 


■ ariw 


Par suite t‘]- \ 

Le diamètre étant supposé transverse on a »i* < ^ et par(-on^ 

quentia valeur de d* est positive. 

Si, dans cette expression, on remplace le coeffictênt angulaire « 
par celui qui convient au conjugué du dian^èlre transverse considéré, 

c’est-à-dire par , on obtient, après réduction : 


a'm 


g* m* -j- 6* 

. . a’wi* — è*’ 

quantité évidemment négative; on peut donc poser : 


— d'>: 


” o’m* — 6* 


ou d’’; 


n*>«’ -|- 6‘ 


è*- 


•g’wt’ 


[ 2 ]. 


La quantité d ' est ce que l’on appelle , par analogie, la longueur du 
demi-diamètre oonjugué de celui dont la longueur est d. 

Si l’on veut déterminer m de manière que d = d*, on n’aura qu’à 
égaler les numérateurs des expressions [1] et [2], ce qui donne, 


Cm’g’ — 6*) = 0, 


d’où 


m = ±-, 
a 


Mais on a vu (192) qu’à cette raleur dé m correspondent deux 
diamètres conjugués qui se confondent en un seul et ne ren- 
contrent la courbe qu’à une distance infinie. 11 n’y a donc pas, à 
proprement parler, de diamètres conjugués égaux, lorsque a est 
différent de b. 

Remarqde. Quand a^b, le facteur o’ — è* est nul et l’équation 
éi -dessus est satisfaite quel que soit m; c’est-à-dire que dans l'hy- 
perbole équilatère les diamètres conjugués sont égaux.- ' i 
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• 194. Théorème. La différence des carrés de deux diamètres con- 
jugués est constante (et égale à la différence des carrés des axes). 

Retranchons membre à membre les relations [1] et [2] du nu- 
.méro précédent; nous obtiendrons 

„ _ + — 6* _ (&« — o»»t*) (a«— ft») ' 

• • 6* — a’w* ' b' — a’m* ’ 

d’où cP — d'* = a* — ft*, 

'ce qui démontre le théorème. • 


19S. Théorème. 'L'aire du parallélogramme construit sur deux 
diamètres conjugués est constante (et égale au rectangle construit sur 
les axes]. 

Évaluons Taire du parallélogramme construit sur les deux demi- 
diamètres conjugués d et d' faisant entre eux l’angle Y ; cette aire ' 
sera le quart de Taire du parallélogramme construit.aur les diamè- 
tres entiers. Si la première est constante, il en sera de même de la 
seconde. Or, en désignant la première par S, on a 

S = dd' sin V, d’où S* = éPd’' sin’ V. • 

On a trouvé au n® 192 ; 


m — 


tang V = 

Par suite 
sin’ V =:r 




y ’ . . ■ 

a'm a‘m‘-^b'‘ (a’m’ — 6’,’ 

6 ’ ■“ ^ (a' + bym*' 


(a*m* — è*)* 


_. ~ ^ è*)’ 


(o’m’ — 6’/ + (o’ + y/ m’ ~ -f- a‘»n’4- è‘ m’ -f 6* ’ 

_ fa’in’ — 6’)* 

“(n*»»’ -j- 4" 1) ' • 


En substituant dans la valeur dé S’ celles de. éP, de d’’ et de 
sin’ V, on trouve 

J,, o’ y (1 -|- »»’) a‘ »i’ 4- è‘ (a’»»’ — è*)* 

^ a*«i‘ " y—u’m’ ■ (a‘m’ 4 - è‘) (m’4- 1) ’ 

ou S* = o’y d’où S='oy, 

ce qui démontre le théorème. 

199, Théorème. L’équation de l’hyperbole rapportée à un système 
de diamètres conjugués est de même forme que (équation de (hy- 
perbole rapportée à ses axes. ■ 
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En effet, chacun de ces diamètres divisant en deux parties égales 
les cordes parallèles à l’autre (lOOj, il en résulte que si les coor- 
données sont comptées parallèlement h ces axes, à chaque valeur 
de a: ou de y correspondront deux valeurs de y ou de x égales et 
de signe, contraire , ce qui exige que l’équation ne contienne que 
des puissances paires de y et de x. Et comme elle sera du second 
degré (o3), elle sera de la forme 


Mx‘-}-Ny = P. 

Soit a', le demi-diamètre transverse, suivant lequel nous suppo- 
serons que l’on compte les x, et b' le demi-diamètre (non transverse) 
suivant lequel se comptent les y, on a 


pour y = 0, x = ±a',’ 

% 

et pour- x = 0, y = ±b'yj — 1, 


ce qui donne : - 
, » 

P 


P . 



et 

N "7 

d’où 

P 


N = 

P 

M = 

et 




Substituant, et supprimant le facteur P, on obtient 

a'* 6'*“ ’ , ‘ ; . 

ce qu’il s’agissait de démontrer. •• ■ ' . 

Remarques. I. Quand I hypertiole est équilatère, on a a' = b'-, car 
les valeurs [1] et [2] du h' 193 se réduisent toutes deux à ' , 

■ • . -, 

1 — Ml* , ' 

L’équation de la courbe rapportée à deux diamètres. conjugués, 
dont la longueur commune est a', est donc ^ 

' »*■ y’ , lin 

— -=^=1 ou X* — y* = a’. 
a" a" ' ? 

IL propriétés démontrées aux n" 178, 179, 180 et 187 à 
*190, ne supposent pas que les axes coordonnés soient rectangu- 
laires ; elles subsistent donc encore lorsque l’hyperbole est rappor- 
tée à un système de diamètres conjugués. • • 
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4 

Ainsi : l’équation de la tangente, au point (z', y’), est 

• t ■ - 

: : û’ -é*“ 

L’équation de la tangente parallèle à la droite représentée par 
y — mz, est .. 

. y = mz ± y/a'^n^ — ô**. 

Les coefficients angulaires m et m' de deux eordes supplémen- 
taires, ou d’une corde et du diamètre qui le divise en deux parties 
égales , QU encore de deux dianiètres conjugués , satisfont à la 
relation 

■ • , , V' 

-WIIM = 

... <t'* . 

S 11- ASYMPTOTES. 

• . 197. l^nationr des Baymptotes. ;En suivant la marche indi- 
quée au n° 122 , on trouverait que les asymptotes de l’hyperbole 
rapportée à son centre et à ses axes ont pour équations 



Mais on peut y arriver directement et sans connaître la théorie gé- 
. nérale dçs asymptotes des courbes algébriques.. 

L’équation de l’hyperbole peut être mise sous la forme : ' 



il sufilt pour cela de la résoudre par. rapport è y, de multiplier le 
second membre par x, et de diviser en même temps par x* sous le 
radical. . ^ . 

On remarque alors qu’à mesure que la valeur absolue dé x aug- 
mente, c’est-à-dire à mesure que Ton considère un point dé plus 

Cl* » 

en plus éloigné de l’origine, le terme —, diminue , et peut deve- 

lur mdndre que toute quantité donnée; en sorte que les valeurs de 
, !j tendatit à se réduire à celles qui sont données par l’équalion Ili. 
. Eh d’autres termes, l’hyperbole approche d’autant plus de' se con- 
. fondre avec l’une des droites représentées par l’équation fl] qu'elle 
s’éloigne davantage de son centre, , . . ■ , • 
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Pour mieux comparer la courbe avec œs droites , considérons 
d’abord la demi-branche d’hyperbole pour laquelle les coordon- 
nées X et ÿ'sont positives ; écrivons simplement • 

[3], - 

• » A • * 

et posons ' Y = ^x [é]. 

On tire de ces deiix équations : ’ ■ . _ 

- , . Y— y=^(«— v'**— «*)> . 

ou, en multipliant et en divisant en même temps par x -^-y/x^ — o*, 


y „ ^ ^ g* ab ' 

« x-^yjx' — O* x-\->jx* — g’ 

On voit qu’à mesure que ai augmente la différence Y — y diminue, 
et qu’elie peut devenir aussi petite qu’on voudra, puisque x peut 
croître indéfiniment. La branche de courbe représentée jjar l’équa- 
tion [3] approche donc indéfiniment de la droite représentée par 
l’équation [4], 

A cause de la symétrie de la courbe par rapport aux axes, on en 
conclut qucses quatre demi-branches approcltent indéfiniment des 
droites qui ont pour équations 

- Y'=±-x, • - ' 

< g 

■ < ■ ' . 

le signe supérieur convenant à la droite dont s’approchent la demi- 
branche supérieure droite et la demi-branche inférieure gauche, et 
le ligne inférieur à la droite dont s’approchent la demi-branche su- 
périeure gauche et la demi-branche inférieure droite. 

' Ces droites sont ce que l’on appelle les asymptotes de l’hyperbole. 
On voit, par leurs équations, qu’elles coïncident avec les diago- 
nales du rectangle construit sur les axes. 

Remarques. l..Si l’hyperbole est équilatère, les asymptotes sont les 
bissectrices des angles des axes. 

11. Les asymptotes rencontrent l'hyperboie à l’infini ; et ce sont 
les seules droites menées par le centre qui jouissent de cette pro- 
priété. Car si l’on combine l’équation y = mx avec celle de l’hy- 
perbole, on obtient 

(6’ — a*m*)x* — a*à’ = 0; 
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et pour qiie cette équation ait des racines infinies, il faut qu’on ait 

*. '■** ' 

6’ — a*»«*s:0: d’où «n = ±-, 

o’ 

ce qui montre que la droite y = mx doit coïncider avec l’une des 
asymptotes. 

198. Les directions représentées par les équations y = ± ^ a; 

ont joué, dans les précédents paragraphes de ce chapitre, ùn rôle 
qu’il est utile de rappeler. 

On a vu au n° 180 qu’on ne peut mener une tangente à l’hy- 
perbole parallèlement à une droite donnée, qu’autant que cette 
droite fait avec l’axe transverse un angle plus grand que l’angle a, 

qui a pour tangente -, mais moindre que son supplément 180“ — a. 

Cela revient à dire que te problème n’est possible que si une pa- 
rallèle à la droite donnée , menée par le centre de la courbe , est 
dirigée dans l’angle SOS' (fig. 90) formé par les moitiés supérieures 
des deux asymptotes. 

On a vu au n° 187 que pour qu’un diamètre soit transverse, il 
faut qu’il fasse avec l’axe des x un angle compris entre 0 et a ou 
entre 180° et 18Q“ — o. Cela revient à dire qurfce diamètre doit 
être dirigé dans l’angle 'SOT' formé par les asymptotes à droite du 
centre, ou dans son opposé S'OT. 

On a vu au n° 191 que deux diamètres conjugués peuvent faire 
entre eux tous les angles possibles, excepté un angtç nul, parce 
qu’ils se confondent dans ce cas eu une seule direction dont le coef- 
ficient angulaire est + Cette direction limite est celle des asymp- 
totes. D’après ce qui a été ditau n° 193, elle correspond aussi aux 
diamètres conjugués égaux. ' , 

199. Chaque asymptote de l’hyperbole peut .être considérée 
comme la limite dont s’approche indéfiniment la tangente à la 
coùrhe à mesure que le point de contact s’éloigne du-sommét. . 

En effet, l’éqùation de la tangente (179) peut s’écrire : 


• ÔV b' 

. ; - 

Or, si le point de contact est infiniment éloigné) on a 
6 * ' ' V 

et = 0 ; l’équation de la tangente devient donc 

■ 

w = ± -X 

- •’ a 



et se confond par conséquent avec l’une des asymptotes. 


♦ . ■ 

•i* * 
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200. Tbéorèmb. Les asymptotes coineident avec ies- diagonales 
du parallélogramme formé sur /kux . diamètres eonjugués quel- 
conques. ' 

Prenons pour axes coordonnés les deux diamètres conjugués dont 
il s’agit, l’équation de l’hyperbole sera de la forme (196J • 


X* y’ J 




Soit y — mx l’équation d’une droite menée par le centre. En 
éliminant y, on obtient . • 


(6’» — a'^tn') X* — a'* ô'* = 0 ; 
équation qui a des raéines infinies, lorsqu’on a 



Les équations ÿ = ±—,x 'sont donc celles des asymptotes 

(197, Rem. Ilj; mais ces équations sont aussi celles des diagonates . 
du parallélogramme construit sur les. deux diamètres conjugués. 
Les asympt.oies coïncident donc avec ces diagonales. 

201. Théorème. Les portions d'une sécante comprise entre l’hj- 
perboleet ses asymptotes sont égales entre elles. 

Soit MM' (fîg. 93) la sécante donnée, qui rencontre en N et N' les: 
asymptotes. 

Prenons pour axes coordonnés la droite OX qui passe par le 
centre et par le milieu de la sécante, et la droite OY parallèle 
cette sécante, la courbe sera rapportée à un système de diamètres 
conjugués (190), et les équations des asymptotes seçont de la 
' forme , 

■ ■ ■ ' y = ±mx. ‘ ■ 

Si donc, dans «es équations, on fait OP, pn au» pour y' 
deux ralê^urs égales, au signe près. ’ ' 

Donc '* NP = N'P; 

s 

mais par construction - "MP îs: M'P . « • . • 

Donc • ' . MN = M'N’, 

ce qu’il s’agissait de démontrer. “ - 

i , ^ • 

202. Ce théorème fournit un moyen expéditif de construrre 

l’hyperbole quand on connaît 1^ asymptotes et un point. .. 
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Soient ST et S'T' (fig. 93} les asymptotes, et soit M le point 
donné. Par ce point on mènera une sécante quelconque ; elle cou- 



pera les asymptotes en deux points N, 'et N'; on prendra N'M'=NM, 
et le point M' ainsi obtenu sera un point de l’hyperbole. 

En opérant sur de nouTelles sécantes menées , soit par le même 
point M , soit par 'quelques-uns de ceux qu'on aura déterminés , 
on obtiendra autant de pibints de la courbe qu’on voudra. En fai- 
sant passer par ces points une courbé cx)ntinue, on aura l’hyperbole 
avec le degré d’approximatiou que comporte le dessin. 

Remarque. Le même théorème serv'irait à' tracer là-courbe, con- 
naissant une seule asymptote et trois points; car on obtiendrait 
sur-le-çhamp deux points de la seconde asymptote. * ; 

205. Corollaire. La portion d’une tangente comprise entre les 
'asymptotes est divisée en deux parties égales par le point de_ 
contact. • 

Soit en éffet nn' (fig. 93) une tangente au point m. Menons une ^ 
sécante NN' parallèle' à cette tangente, et qui rencontée la courbe 
aux points M et M". Le diamètre Om 'divisera la corde MM' en- 
vieux parties égales (180), et l’on aura PM = PM'. Mais, en vertu 
(lu théorème du n"201, on a MN = M'N'. Donc PN = PN'. Par 
■suite, à cause du parallélisme, mn mn'. • 

On aurait pu se contenter de remàrqucr qu'une tangente nn' k 
■ l'hyperbole est la limite vers laquelle tend une sécante- NN' qui 
se meut parallèlement à elle -même, lorsque les deux points 
d’intersection M et M' se confondent en nn seul m. Et puis- . 
qu’on a constamment MN = M'iN', on doit avoir aussi à la limite - " 
mn = mn'. ' • • 

De là un moyen très-simple de mener la tangente en un point 
..donné m. Un mènera mp paiàllèle à l’une des asymptotes; on pren- 
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(Ira pn'=i)p, et par les points »' et m on mènera la droite nn' qui ' - 
seraJa tangente demandée.' 

r. mn Op, , , • 

Car on aura — ■,=—, ■> donc »»n = »i« . 

mn pn ‘ . 

804. Connaissant les asymptotes et on point, on en déduit im- 
médiatement un système de diamètres conjugués. 

Si M est le point donné, on mène comme ci-desSus la tangente nn' 
en ce point; on joint Om et l’on mène 0¥ parallèle à nn'. Les direc- 
tions Om et OY sont celles de deur diamètres conjugués (188); .* 
leurs longueurs sont Ont et mn (806). 

:* 80^. ’ïzioKkM. te rectangle des parties d’une sécante comprises ' 
entre un point de la courbe et les asymptotes, est égal au carré du 
demi-diamètre parallèle à la sécante. 

, Soit MM' (fig. 93) la sécante considérée qni rencontre les asym- 
ptotes aux points N et N'. Prenons pour axe des x le diamètre qui . 
divise MM' en deux. parties égales, et pour axe des y une paral- 
lèle OT à la sécante. La courbe sera rapportée à un système de dia- 
mètresi conjugués; et l’on aura, dans le CBS de la première figure, ■ 

• 1 - 
■ • . • . a" b’*~ ’ 

d’où - ■ MP ou = ^ — ù'‘. • 

ht . • ■ ' . ' 

On aura aussi (800) ' NP* = ^,a;*; .• ■ 

donc NP’— ffP* = ù"‘ ou (NP — MP)(NP-f MPj = 6'^ 

mais NP — MP = MN et NP-j-MP = NP-fMP = MN'; ’ 

donc, enfin; MN.MN' = ô'*. ' ■ ' ' . ' 

Ce qu’il fallait démontrer. - ■ - ' 

Dans le cas de la seconde figure , on aura 

' ■ • • 

■a!' 6'*~ ' '■ 

d’où MP* ou ‘ . 

, d’ailleurs NP*=^, a:*; * • 

donc SÎP’-t-NF^o'* ou (MP — NP)(MP-|-NPj = a’t, . 
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mais MP— NP = MN et MP + NP = MP + N'P = MN'; 
donc, enfin, MN.MN' = o^, ^ ■ 

ce qu’il s’agissait de démontrer. • • 

Î06. Problème. Construire les axes de l’hyperbole, éümt dmné 
un système de diamètres conjugués. • • . 

Soient OC et OD (fig. 94) deux diamètres conjugués^ et suppo- 
sons que OD soit le diamètre trans- 
.. verse, c’est-à-dire que le point D 
soit sur la cOorbe, Par le pomt D 
menons une parallèle à OC ; pre- 
nons DE = DF = OC, et joignons 
OE et OF; ce seront les asymptotes 
de l’hyperbole (200). Menons les 
bissectrices OX et OY des angles 
formés par les asymptotes, nous au- 
rons les directions des axes,^et OX 
sera celle de l’axe transverso, puis- 
que le point D étant un point de la 
Courbe , l’une des branches est située .dans l’angle EOF, et l’autre 
dans son opposé. , ... 

. Pour avoir les longueurs des demi-axes, menons par le point D 
une parallèle à OX; elle rencontrera les asymptotes en des -points 
N et N'; cherchons la moyenne géométrique entre DN et DN’, et 
portons-la de 0 en A; le point A sera l’un des sommets de Thy- 
perbole. Élevons enfin AB perpendiculaire à OX, jusqu’à la ren- 
contre de l’asymptote OE; la longueur AB sera celle du demi-axe. 
non transverse (197). 

207. liquation -anx asTmptotes. L’équation de Fhyperbole. 
jirend une forme très-simple quand on rapporte cette courbe à 
ses asymptotes. . ■ 

Partons de l’équation de la courbe rapportée à ses axes 

• i' rn 



» • 

■ ' X. 'i 

' • 



- 



' ' X- 

^ ■ 



Fig 04. 


et faisons. usage des formules qui servent à passer d’un système de 
coordonnées rectangulaires à uq système de coordonnées obliques, 
sans changer l’origine, savoir : • ' . ‘ 

a; = a;' cos a -|-y' cos a' . et ÿ = x' sin a y' sin a'. 

Si nous prenons pour axe dès x' l’asymptote qui passe au-dessous 
du sommet A (fig. 95) ,‘ et pour axe des y' celle qui passe au-dessus 
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de ce sommet, nous aurons : 

7 - 4^ . 



tanga = — -, d’où 

fl 

_ b _ b 

y/tt’-l-Ù* 

et 

■ 1 ® 

OOSa =-J — , 
' c 

tang«^=-l-^, 'd’où 

b b 

v/o’+ù* c 

et 

COSX=H — , 

■ . e; 


ou 


Les formules de transformation deviennent donc 

et 

■x' 


a ,, n , 

Xi=-X Il 


? 

a 


c 

.y' + a-' 


^ - I * ^ 


et y—-L 
b~ 


Substituant ces valeurs dans [1], on obtient-: . _ ' ^ 

(y'-f-a;')* ('/' — x'f ^ Ax'if ' • r < i i rm 

-i-T— 4 — — r^=l. ou — r^=l, d’ou a;y = Jc’ [2], 

e’est-Ji-dire que le rectangle des coordonnées MP et MQ (fig. 95; 
d’un môme point M est constant. 

Remakoi’es. I. I! en résulte que le parallélogramme OPMQ com- 
pris entre ces coordonnées et les asymp- 
totes est également constant , car il a pour 
expression 

MP. MQ . sin QOP ou x'y' sin 0, 

en appelant 6 l’angle des asymptotes yod 
enfin ^ c*sin 0. 



II. On reconnaît immédiatement sur 
l’équation [2] que la courbe va en s'appro- 
chant indéfiniment des axes OX' et OY'; 
car à mesure que x' augmente j il faut que 
y'- diminue; et quand x' sera plus grand 
que toute quantité donnée, y' sera plus petit que toute grandeur . 
assignable. • . . 

III. On reconnaît encore à la seule inspection de cette équation 
que la coùr'be n’a de points que dans l’angle Y*OX' ou dans son 
opposé; car x'y' étant positif, il faut que les deux coordonnées x 
et y' soient de môme signe. 

IV. Quand l’hyperbole estéquilatère, l’équation [2] est la même ; 
mais elle est rapportée à des axes rectangulaires. 

908. Si l’on applique à l’équadon xy s= J c’ la règle du n° 105, 
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on trouve pour le cocfRcient angulaire de la ta'ngente , au point 
dont les coordonnées sont x' et y-, 




L’équation de la tangente est donc 

on ^+^= 1 . 

D’après la forme de cette équation , on voit que pour construire 
la tangente en un point donné, il suffît de prendre sur l’axe des x, 
par exemple, un point T dont Tabscisse soit double de celle du 
point donné, et de joindre le point donné M au point T ainsi ob- 
tenu. C'est la construction donnée au n° SOS. 


S 5. AIBB d’un SEGHBNT D’ifVPBaBOLE. 

Nous nous proposons , dans ce paragraphe , d’évaluer l’aite comprise 
entre l’arc d'hyperbole BM (flg. 96) , Vasytnp- 
tole OX, et les ordonnées BA et HP parallèles 
> l’asymptote OY, 

Nous rappellerons d’abord que la différence 
entre les dérivées de deux foneltons d’une 
même variable est égale à la dérivée de la dil- 
féreiice entre ces deux fonctions; par consé- 
quent, si les dérivées de deux Conélions sont 
constameqent égales , ces fonctions ne peuvent 
différer que d’une quantité dont la dérivée est 
constamment nolle, c’est-à-dire, d’une con- 
stante. En d’autres termes, si. l’on a, pour 



Fig. «8. 

ttniles les valeurs de x, 


e'[x)=r{x], . 

f{x)±sf[x) + eonslanle. 


on aura 

, Cela po^, remarquons que si l’abscisse OA est supposée constante, et Pab- 
scisse OP variable , l’aire. ABMP variera avec x et pourra être considérée comme 
une fonction de x. Désignons-la par f(x). 

Soit maintenant M' un point de l’hyperbole infiniment voisin du point M. Me- 
nons l’ordOnnée M'P' et les droites MK et Ml parallèles à OX. Appelons a la dis- 
tance Piv et P la distance MI ou M'K. Soit enfin s l’angle des asymptotes. On. 
aura : - ‘ 

9(*) = ABMP, 9(»-|-a)=ABM'P', 


d’où 

et 


9 (x -t- a) — 9 (*) = ABM'P — ABMP= PMM'P' 
' « a ' ■ ■ 


U3- 


Or, on a évidemment PIIPP < PMM'P' < PMKP' . 
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OU, en nuKlant ponries paTanéIogrammesPIM'P'«tPllKP' leursexpresslons, ’ ' 

• (y— p)a sin 8,<PMli'F<y« sin 6, 

■ • - , ■ „ PMM'P' , . ■ r.T 

tloii _ (y — p)sin6< — - — <yslnO [2].. 

Si. l’on. suppose que le point M' se rapproche indéflnimenl du point M , a et p 
tendront en même temps vers zéro; le premier membre des inégalités [2] aurà 
pour limite y sin 6 , c'esl-'a-dire la valeur dn troisième mémbre.-Celte quantité 
est donc aussi la limite du second , et l’on a 

PMM'P , „ - 

lim = y sin 6. 

a • . . • 

L’équation [I] donne, en conséquence,. - . , ' 

o(o:4-«1 — tK*) PMM'P 

Iim_i — ! — ^ = ysine, 

* a ' 

ou, en remarquant que le premier membre est, par définition, la dérivée de 
(f[x) par rapport à * , 

ip’(i) = y sin 6 13]. 

Si maintenant de l’équalion de l’hyperbole 
• . a:y = m’ ’ 

on tire la valeur de y en x pour la substituer dans l’équation [3] , on obtient 

ç'(x) = m’ sin 0 , P ■ ■ ' 

Mals^ est la dérivée du logarithme népérien de x; le second membre de l’équa- 
tion ci-dessus est donc la dérivée dé m’ sin 0.log' x, en désignant par log'x le 
logarithme népérien de x. En vertu de laprepriété analytique rappelée en com- 
mençant, on aura donqr 

(f'x) ' ou ABMP:=m’ sin e.log’ X -t-C. 

■ » ' t • 

La constante arbitraire C se déterminera en remarquant que ;[x) doit se réduire 
à zéro pour x^OA. Si donc l’abscisse OA est représentée par u . on aura 

0= m’sin 0. log* U -t- C, d’où C = — m’ sin 0 .log' u, • • 

et par suite ' 

ABMP = m’ sin D-. (log' x — log u') =' m’ sin 0 . log' ^ [4]. 

Dans le cas où OA est l’unité, il reste simplement 

• ABMP = m»sin0.log:x ' ‘ ’ .[5], 

210. Posons, pour abréger, ABMP=ç et m’sin0:=fi; l’équalion {i] pourra 
s’écrire: 

n?=log’x, d’où c*?=i, . . 

en désignant par ela base des logarithmes népériens.- Mais si l’on pose e* ==B, 
on aura . - ' 

-Cî=;x. 

L’aire considérée est donc le logarithme de l’abscisse x dans le système dont la 

I 

base est B, ou e", ou encore 

Si l’byperboie est équilalère, et qu’on prenne .pour unité de longueur ‘ 

12 
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.gne-m, la quantité m-sin $ se réduira à 1 , et l'aire désignée par f aéra le lega- 
ritlime népérien de l'ahscisse x. 

C’est pour cette raison que les logarithmes népériens portent aussi le nom de 
logarithmes liyperholiqiies. 


. • ' 8 ENEBCICES ET APPLICATIONS*. 

' ' * * * 

241. XnitoafcHE. te deim’..axe non transverse est moyen proportionnel entre les 
perpendiculaires abaissdes des deux, foyers sur chaque tangente. 

Même démonstration qu’au n° 479 , avec cette seule dilTérence que les foyers 
étant situés de part et d'autre de la tangente, le radical v^i +m^ doit être pris 
avec des signes contraires dans tes expressions des perpendiculaires p et p', 

212. Théorè«e. St par un point M de l'hyperbole on mène une parallèle à 
l’asymptote OS, jusqu’à la rencontre de la directrice^ DL, la longueur MK de 
cette parallèle est égale au rayon vecteur MF du point'considéré. 

Soient x, y les coordonnées du point K, ét x*, y’ celles du point M. La droKe 
MK étant parallèle îi l’asymptote OS, on aura 


et par conséquent [,S] 




6’, 


MK’ = [x — l'y + ~, (a; — x’)’ = 


[x — x'iV 


Mais le point K étant sur |a directrice, on a x = — . En substituant ou obtient 




cP 


= (-? 


ÏÏ 




ci' 


MK=--a, 

a 


attendu que — est plus grand que a. Donc enfin MK = MF. 

La démonstration serait la même pour un autre foyer et une autre directrice. 

213. TnÉOBÈME. Si par les différents points d’une droite LL' on mène, à l’hyr- 

perbole des eouples dé tangentes, telles que NM, N'M', les cordes de contact, telles 
que NM', passent toutes par un point fixe. , . 

Même démonstration qu’au n° 18‘2. Elle donne lieu aux mêmes remarqua. 

214. THÉORlaiF. Si par deux points M' et M” d’une hyperbole on mène des pa- 

rallèlès aux asymptotes , elles se rencontrent sur- le diamètre qui divise la corde 
MM' en deux parties égales. ' ' 

Prenons pour axes les asymptotes ; soient x', y' les coordonnées du point M' 
•et x", y’ celles du point M". Celles du point de rencontre P des droites M'P èt 
M"!*, parallèles aux asymptotes, seront x' et y*. 

Or les coordonnées du milieu 1 de la corde M'.M" étant ;(i' + x*) et l{y' + y”), 
l’équation du diamètre 01 sera 

,. ■ • ... " = . 

Cette équaiipn est satisfaite quand on y faitx=x' et y = i/-, car il vient, en fai- 
sant, disparaître le dénominateur, 

y'(x'-|-x*) = (i/-f-vV OU x'ÿ' = x'ÿ'. 


Le lecteur est prié de faire les figures qui nlaaqueut. 
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qMirtités qui sont etTectivemOnt «gales, puisque Véqt'atioU de lliyiterboW, rap- 
porlé’e à ses asymptotes, est delà forme xy = cqnstaute. ‘ ^ 

SIS. TmfosbiE. Si l'on a deux tangenlet parallèles KL, K'L' iaupétfMsc 
points T et T' par une troisième tangente TT', les pord'ons UT et DT' destàngtn- 
tes parallèles comprises entre les points de contact U et D' et la troisième tan- 
gente, ont pour moyenne proportionnelle le demi-diamètre OE parallèle aux 
deux premières. 

Même démonslralion' qu’au ti'181, avec celte seule différence que les oiüoB- 
nées'DT et DT sont de signes contraire.'. 

SiS. Théorème. Si, dans une hyperbole c'quilalère, on mène, d’une branche à 
l’autre^ des,cordes, telles que AA-, parallèles à une direction donnée, et que sur 
cluxcune d'elles comme diamètre on dècrireune circonférence, ces circonférences 
passeront toutes par les extrémités U rt B' du diamètre perpendiculaire d celui 
qui divise en deux parties égales les cordes parallèles. 

Prenons pour axes le diamètre OY, qui divise les cordes en deux parties éga- 
les, et son conjugué OX qui leur est parallèle. En nommant a' la longoeurdii 

diainèlre OQ, l’équation de la courbe sera (IM, Rcm. Ij : . 

*■ 

it’ — ,y^ = a’’ 

Si aK et (/'sont les «oordonnéeS du point A, on aurademême 
. . ' i’’ — ÿ'' = a'' 

C 

L’équation du cercle qui a son centre en C et pour rayon CA, sera donc [g] 
i’ + (ÿ — (/')’ + 2 1 'y — ÿ') cos 0 = i", 

en appelant 6 l'angle des axes. Cette équation, lorsqu’on développe et que l’on 
met pour xf‘ sa valeur tirée de [ 2 ] , prend la forme 

i’ + '/ — 2y’y +2ry cos 9 — 2xy' coS 0= a'“ [3]. 

Cette relation devient indépéudaDle de y', et par Conséquent de la position de 
la corde AA’, qaami on pose . ' . • 

y+Ticos0=O ’ [4], 

équation qui. est celle d’une droite menée par l’origine pcrpendicufairement A , 
l’axe des y. (68). Les circonférences représentées |(ar l-’équalion [3] passent donc 
toutes par les points dont les coordonnées x et y satisfont è .la fois aux équa^ 
lions [3j et [4]. . . , . 

Or, de [4]onlire xcosO=— y : cette valeur, mise dans [3] , la réduità 

I»— ' 

Donc les points fixes dont il s’agit sont sur l'hyperbole ; et comme on sait dé>à 
qu’ils sont sur le diamètre perpendiculaire à OY ; il s’ensuit que ces poin'is jie 
sont autres que les points B cl B’. . . . . _ . 

Î17. Problème. Étant dormé un are d’hyperbole, décrire la- courbe. 

On délerminera le centre commeau n° 484 ' ce.poinl sera situé du eété delà 
convexité de la courbe. Eu appliquaut le tliéoièrae du n° 2IS, on oMiendra do 
même un système de diamètres conjugués. Les diagonales du parallélogramBle 
construit sur ces diamètres seront tes asymptotes. On aura dès lors tous les élé- 
menls nécessaires pour obtenir autant de points de la courbe qu’on voudra (MS). 

218. Problème. Étant données deux droites ^xesOH e(, OK, on leur mène des 
sécantes parallèles, telles que AB, sur chacune desquelles on prend un point M 
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le) gu’«n «u'(. AM.MB = ln’ (m étant une ligne donnée}. On demande le lieu du 
point M. 

' Prenons pour axes la droite OX qui dirise en deux parties égales chacune des 
géantes considérées, et la droite OY parallèle à ces mêmes sécantes. Les équa> 
. tions des droites OH et OK, rapportées à ces axes, seront de la (orme 

, ’ y = ax et — 0*1 r • 

attendu que pour une même valeur de x elles doivent donner deux valeurs de 
y égales et de signe contraire. Soient x et y les coordonnées du pointÀ. On aura 

AM = Al+.IM = ox' + y' 

ël BM=IB — IM = ax’ — y-. ' ' 

Donc ■ ' AM.MB = o’x^ — y'’=m’. . 

Telle est l’équation du lieu. C’est celle d’une hyperbole dont les asymptotes ont 
pour équation y =thax; ces asymptotes sont donc les droites données OH et OK. 

il9. Problèie. D'un point donné on mène des tangentes à toutes hs hyperbo^ 
les qui ont pour asymptotes deux droites données ; on demande le lieu du point 
de contact. 

Si on prend pour axes les' asymptotes données, une des hyperboles aura 
pour équation xy=rç : la lettre c représentant une constante quelconque, po- 
‘ sitive ou négative , et l’équation de la tangente au point (x', y') sera (208) 

— 

3x' ^ 2y' 

Les coordonnées a et p du point donné devant satisfaire à l’équation de la lan- 
' gente , on aura 

équation du lieu , si on considère x' et y' comme variables . Faisant disparaître 
les dénominateurs, transposant et effaçant les accents, On obtient 

2xy — «y — ^=0. 

Cette équation est celle d’une hyperbole , qui passe par l’origine et par le point 
donné, ce' qu’il eût été facile de prévoir.- Elle a pour asymptotes (87, Rem. Il ) 
les droites représentées par les équations 

• *2x— a=0 et 2ÿ — p=0, 

c’est-k-dire deux parallèles aux axes, menées parle milieu ife la droite qui joint 
l’origine au point donné. 

221. PRQBLÈifE. Trouver le lieu des points d'où Ton peut mener à l’hyperbole 
deux tangentes perpendiculaires rntre elles. 

Même solution qu’au n* 189. Le problèipe n’.est possible que pour a>b. Dans 
le cas de l’hyperbole équilatère le lieu se réduit à un poinL 

'224. f‘aOBLtaiK. Étant données deux droites qui se coupent, on leur mène une 
sécante quiintereepte avec ces droites un triangle équivalent à un carré donné m’. 
Onélemande le lieu des centresde gravité des triangles ainsi formés. 

Prenons pour axés les droites fixes; l’équat'ion de la sécante pourra être pré- 
sentée sous la forme ' ' 


® . y 
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t 

èt,«i ReslfaDgle desaxes, on devra avoir entre les valeurs de a et de b la reia- ' 
bon 

±labsinO=:m'^ • [1], 

le signe étant nhoisi de manière que le premier membre soit positif. 

Mais il est aisé -de voir qu'en appelant æ et y les coordonnées du centre de 
gravité du triangle- formé par les trois droites , on a, quels que soient les signes 
de a et de b , 

' , • *=l<i et y=ib, , 

d’où a = 3x et b = 3y. 


Mettant pour a et b ces valeurs dans l’équation [Ij, on obtient l’équation du 
lieu ■; 


:|xysin6=m’ ou 'iÿ = ± 


2 m’ 
9sin 8‘ 


C'est celle d’une hyperbole qui a pour asymptotes les droites données. 

Le signe + donne une hyperbole située dans leqiremier et le troisième angle 
formés par les axes ; le signe — donne une hyperbole située dans le second an- 
' gle et dans le quatrième. • 

Ces courbes répondent toutes deux à la question. ' . ■ 


. S22. PaoBLèiiE. Troucer le liext des points M tels que si, par chacun d’eux. On 

mène des parallèles MP' ef MQ aux asymptotes d’une hyperbole' donnée , le 
polygone mixtiligne OPDEQO compris entre les asymptotes, leurs parallèles et la 
COurbCj soit équivalent d un carré donné a’. 

Soit l'y = l’équation de l’hyperbole donnée, rapportée b ses asymptotes. 
Soit C le sommet de la courbe, lequel aura pour coordonnées x=m et y =m , 
puisqu’il est situé sur la bissectrice det’angle YOX. Enfin.soitb l’angle des axes; 
et soient x et y les coordonnées du point M. 

. Par le point C menons CA et CB parallèles aux asymptotes. On aura, en vertu 
de la formule établie au n* 299, 

ACDP = m’sin O.Jog' . 


d’ailleurs 

donc 

ou. 


BCEQ = m>sinfl.log'. 

ACBO'= m’siii 0, 

OPDPQO = m’ Sin 6 ^ log* . ^ +IOg' ■ ^ j 
OPDEQO = m’ sin 0 . log' . + m’ sin 9. 


L’équation qui exprime la condition du problème sera donc 
m’ sin 9 . log' > ^ + m’ sin 9 = O’ , 


d’où l’on tire 


xy^m^e 



c’est l’équation du lieu. On voit que c’est une hyperbole ayant les mêmes 
asymptotes que la proposée. • ' - - 

Si l’un avait a’ =:m’sin9, l’équal'ion du lien se réduirait a 


iy = ro’, 

c’est-à-dire que ce serait l’hyperbole donnée elle-même . ce à quoi on pouvait 
s’attendre. • • 
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I 

^22ï. Le Iccicur pourra S’exercer sur les queslions suivanles ! _ _ - 

I. Si l’on joint un foyer de l’hyperbole arec le point où la directrice edr>- 
respondMnte réncontre.une tangente donnée, la ligne de jonction sera perpendi- 
culaire au rayon.vecteur-du point de contact. . - 

IL la moyenne géométrique entre les deux rayons veetenn d’un même point 
de l’hyperbole est le demi-diamètre conjugué de celui qui aboutit à ce,poinl. 

III. S» l'on joint deux points m et m' d’une hyperbole aux extrémités A el B 
, dlm même diamètre , et que l'on mène la diagonale nn' du quadrilatère déterminé 
■par les quatre lignes de jonction, celte diagonale sera parallèle à la tangèntelT 
menée d l’une des extrémités A du diamètre. 

■' . é 

IV. Vn triangle ayant ses trois sommets sur une hyperbole, si l'on fait varier 
l’un d’eux, les côtés qui y aboutissent intercepteront sur chaque asymptote un 
segment de longueur constante. 

Vi Trouver le lieu des centres des cercles tangents d deux cercles donnés. 

• VI. On mène, pturalliiement à une direction donnée, des normales d une série 
d’hyperboles ayant les mêmes asymptotes; on demande le lieu des pieds des nor- 
males. 

Vil. Étant données deux droites OH , OK qui se coupent, et un poinl fixe P, on ’ 
mène par ce point une sécante quelconque; et par les points A el B oùelleren- • 
contre chcuune des droilee fixes, on mène une parallèle à l'autre. On. demande 
le, lieu du point de rencontre M de ces parallèles. 

VIII. Trouver le lieu des intersections des perpendiculaires abaissées des foyers 
(Tune hyperbole sur chaque système de diamètres conjugués. 

_ix. Étant données deux hyperboles qui ont leurs asymptotes respectivement 
parallèles, trouver le lieu des points otl chaque diamètre de Turie reqcontrele 
conjugué de son parallèle dans l’autre., 

X. On a deux cercles égaux C etC', qui ne se coupent pas. Par le milieu O 
de la distance des centres, on mène une sécante quelconque ; elle rencontre les 
deux circonférences en des points K et K*; on joint CK eiC'K', e[ui, prolongées, 
se coupent en un point M. On demande le lieu du point M. i 

' XL Même question pour deux cercles dk rayons inégaut , et quelle que soit la 
distance deleurs centres. 

XII. On mène, par deux pointe fixes une série de circonférences , et, dans cha- 
cune d’elles-, un diamètre parallile.à une même direction donnée ; on demande 
le lieu des extrémités de ces diamètres. , ‘ ■ 

224. Applications. 1. Lorsque la corde 
d’im révcHicre varie de longueur, c’est- 
à-dire quand le. réverbère descend ou 
moule, les positions d’é<|uilibre de la 
poulie à laquelle il est lixe sont sur une 
branche d’hypcrbole.équilalère qui a une 
asymplole verticale. 

Soient A, el B (fig. 97) les points de 
suspension, et M une position parlicu- 
lière de la ponliei Prenons un axe hori- 
zonlal AX et un axe verjieal AY; me- 
nons MI et BU qui rencontrent l’axe 
des y en 1 et D; joignons MA et MB, 
qui, prolongé, rencontre AY en C. Fai- 
sons BD = 2a et AD = 2b-, et soient x el 
y les coordonnées IM el IA du poiul M. 
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■ La siôiiUlude des triangles CIM et CDB donne 


' ou , comme Cl = Al (1>S) 


E— 

lAl “"DB 

E — 55 

IM “DB 


c’est-à-dire 

d’où xy 

c’est l’équation d’une hyperbole 


V _ijr±n 

X îa ’ 

+ bz — ay = 0; 

dont les asymptotes ont pour équations [87] • 


1=0 et y— — b. ’ 

Ces asymptotes sont donc l'une verticale , l'autre liorizonlale; elles passent 
par le milieu U de la dislance AB des points de suspension. L’hyperbole est 
équilatère puisque les asymptotes sont perpendiculaires entra elles. 

2Î.S. IL La perspective d’un cerclé pent être une hyperbole. Ce cas se pré- 
sente notamment lorsque, le cercle étant horizontal, son centre est en avant du 
ptan du tableau à la même distance que le' spectateur. 

Si AA' (fig. 98) est alors la projection du diamètre du cercle (laralièle au 
" ' ' tableau sur ce tableau même; 

et si B et B' sont les points où 
la circanférence du cercle ren- 
contre l’horizontale AA’, on 
démontre que les droites PA - 
et PA' menées de A et A' au 
point de vue sont les asyrap- . 
tôles de l’arc BCD’ qu’il s’agit 
de tracer. Ayant les asymp- 
totes' et un point A on a vu 
(199' comment on pouvait construire la courbe. 

Remarquc. Les ombres et la perspective des ombres foumiraient de nom- 
breuses applications de PUyperbole. i . . 

, « 

'226. 111. Beaiicnnp de fonctions peuvent être représentées par des hyperbo- 
les; nous n’en donnons qu’un petit nombre d’exemples. 

Dans les ponts suspendus la tension T de la chaîne ou du cable varie suivant 
le point que l'on considères et si Q est la tension au point le plus bas, x la dis- 
tance horizontale de ce point le plus bas à celui où la tension est T, enfin si k 
désigne une constante , on démontre qu’on a la relation ■ 

K"*’- 

La tension T varie done comme l’ordonnée d’une hyperbole dont' l’abscisse 
serait x; cette hyperbote a son centre à l’origine ; son axe transverse est dirigé 
parallèlement aux ordonnées; et a pour valeur 2Q ; le rapport des deux axes 
est k. Pour des valeurs données de Q et de K il serait donc facile de construire 
là courbe. 

< 

IV. Dans un cours d’eau , tous lei filets liquides n’ont pas la même vitesse ; et 
en nommant V la vKesse maximum qui a lieu vers le milieu de la surface, et Û la 
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vUesseraoyeniiB du courant . l’expérience a appris que l’on avait sensilfleinenl: 

ü_ V+2“.37 
V V + 3‘,I5’ 


construire; car si on les remplace par y et x, 
qu on citasse les dénominateurs et qu’on trans- 
pose, on obtient: . . 

*y — »’ + 3,l5ÿ — 2,37ir = 0, : 

équation d’une hyperbole, qui passe à l'ori- ' 
gtne, et qui a pour asymptotes les droites re- 
présentées par les équations 

y=x et * *=—3,15. 

Connaissant les asymptotes et un point on 
pourra tracer la courbe , qui a la forme in- 
diquée par la flgure 99. Dans l’application on 
ne considère que^la portion de courbe -com- 
prise dans l’angle YOX , pour laquelle i et ÿ 
ou U et V sont pesififs. , 

f 'es maciiines à vapeur, s’évalue comme 

Ljff ^ hyperbole. Sott P, la pression de la vapeur au moment où ia dé- 
tente commence , c est-h-dire au moment ou la vapénr cesse d’affluer delà 
chaudière , le piston continuant sa course. Soit h la hauteur du cylindre occu- 
'apeur. Soit de même P la pression de la vapeur à l’in- 
^nt ou le cylindre qu’elle occupe a pris la hauteur h. En vertu de la loi de 
l’expérience , est applicable a ce cas, les pressions P, et P 
seront en raison inverse des volumes correspondants occupés parla vapeur, ou, 

hü fiT** 't* ® «yl‘“i''’es de même hase , en raison inverse des 

Hauteurs h, et h. On aura donc 



Fig. »». 


P 

P. 


d’où Ph = P,li, 


[']• 


coordonnées d’une hyperbole rap- 
portée à ses asymptotes (que rien n’empêche de supimser reclangiilaireL 

Soit CD (Og. 100} un arc de celte 
courbe. 

Le travail élémentaire de la force 

P est le produit de celle force par 
l'clémciit de chemin que décrit le 
piston, c’est-à-dire par l’élément 
de la hauteur h. Ce produit est 

Oj ~A J refirésenté par un petit rectangle 

• • ' . “ qui aurait pour base l'ordonnée M(} 

rwv a» I. I . f .'®*.' •’> O' pour hauteur l’élément 

WU UC n. Le travail total de la force P sera donc représenté par la somme de 
tous les petits rectangles analogues. Or, celle somme a pour limite l’ajre ABDC 
comprise entre les ordonnées AC et RD qui représentent les valeurs extrêmes 
de P. Le travail de P s’évaluera donc comme celle aire. 

^ Soient h, et II les hauteurs iilliale et finale du cylindre de vapeur pendant 
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la délanle, c'esl-l-dire les abscisses OA et OB; l’aire dont it*s'agit aura pour 
expression (S09) en vertu.de la relation [I] 

PAlog-.ï. ■ • 

Si, par exemple, on aP,=iOOO‘, h,=0“,2 et H = Sh,, on trouvera: 
1000‘d)",î.log'5 = 200‘*. 1,6094379. . 

oi| enBo 32i'‘~,887. . . ou environ 322 kilogrammètres. 


CHAPITRE VIII. 

PROPIUÉTÉS PMNCIPAtES DE LA PARABOLE. 


§ 1. axe; sommet; obdonnées; fotkb, dibectrice. 

227. Axej sommet J ordonnées. On a VU , au Ii°x94 , (jue 
l’équation de la parabole peut toujours être ramenée à la forme . 
i/=üpx, les Æxes*étant rectangulaires. La quantité 2p est ce qu'on 
nomme le paramètre de la parabole. 

A chaque valeur de x correspondent pour y deux valeurs égales 
et de signe conlrnire ; l’axe des a: est donc un axe de symétrie ; or 
l’appelle Vaxe de la parabole. 

Pour a: = 0 on a y=0; ainsi la courbe passe par l’origine. Ce 
point, où la parabole coupe son axe, est ce qu’on appelle le som- 
met de la courbe. 

On peut toujours supposer p positif ; car si p était négatif , on , 
ramènerait le second cas au premier en comptant les x positifs en 
sens contraire. 

Dès lors on ne peut attribuer à x aucune valeur négative ; la 
courbe ne s’étend donc que du côté des x positifs. Lorsqu’on fait 
croître x de 0 à * , y croît également de 0 jusqu’à ». La courbe a 
la forme indiquée par la figure 102. 

Pour calculer les coordonnées des différents points de la courbe, 
on peut attribuer des valeurs à y ; on en déduira les valeurs cor- 
respondantes de X sans avoir aucune racine à extraire. On peut 
aussi appliquer soit au calcul des coordonnées, soit au tracé de la 
courbe, la méthode exposée au n" 1» et qui est fondée sur l’em- 
ploi des différences secondes. 
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On peut encore calculer les coordonnées des différents points de , 
la courbe, sans avoir de racine à extraire, en disant usage d'une 
variable auxiliaire. Les formules 




peuvent être employées à cet usage. Elles donnent y*=1px, quel 
que soit f ; et en y faisant varier t depuis l’infini jusqu’à zéro , x et 
y varieront depuis zéro jusqu’à l’infini. 

Enfin, on peut construire la courbe par points d’après l’équa- 
tion i/=2px elle-même. Pour cela, soit AP (fig. 101) l’abscisse 
d^ln point que l’on veut construire : on por- 
tera de A eu B une longueur égale à 2p ; sur 
M BP comme diamètre on décrira une demi- 
circonférence qui rencontrera l’axe des y en un 
point Q ; la longueur A.Q sera l’ordonnée du 
point cherché. Car on aura AQ*=AB.AP=2pÆr ; 

‘ Fig. 101. donc AQ = y. Menant donc PM et QM paral- 
lèles aux axes , leur point d’intersection M sera le point cherché. 

La même construction donne un second point , symétrique du 
point M. 



328. Théorème. Les carrés des ordonnées perpendiculaires à 
l'axe sont entre eux comme les abscisses correspondantes. 

■ Cela résulte de la forme même de l’équation de la edurbe. Si 
(X , y) et (x', y') sont deux points de la parabole , on aura 


d’où 


y’ = 'ipx et y'* = 2px' ; 



C. Q. F. D. 


• 229. THàoaàMB. La parabole peut être considérée comme la limite 
vers laquelle tend une ellipse dont le grand axe croit indéfiniment, 
tandis que la distance de, l'un des foyers au sommet le plus voisin 
reste constante. . 


Soit 


a* ^ à» ’ 


l’équation d’une ellipse. Sans changer la direction des axes transpor- 
tons l’origine au sommet qui a pour abscisse — o; pour cela, chan- 
geons X en X — O ; il viendra 


+ éoù' . [1] 

n’ ' 6* ■' a a* 
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m 

La distance du foyer au sommet le plus voisin est a — c; dési- 
gnons par ^ P cette distance supposée constante ; nous aurons 

Jp = a — c, 'd’où c = a — ^p et <^ = a'—ap-\-{p*. 

De là on tire 

a* — <^=zap — Ap* ou b' = ap — {p*, , 

rtnarsuite et ^ -1— > P' 

etparsuite a‘~5 

6* i»* 

Si a tend vers l’infini , — tend donc vers p, et -j vers zéro : ainsi, à 
O a' 

la limite l’équation [1] de l’ellipse se réduit à 

y’ = 2px, 


qui est celle d’une parabole. 

Remaroobs, I. On pourrait considérer également la parabole 
comme la limite d’une hyperbole. 

II. Lorsqu’on pose 



«* 




l’équation [1] prend la forme 


y* = 2pa: — ÿx*. 


Les notations étant les mêmes, on verra que l’hyperbole rapportée 
à son axe transverse et à la tangente menée par le sommet de droite 
a pour équation 

i/=c2px-\-qic‘. 

Ainsi l’équation 

représente à elle seule les trois courbes du second degré, savoir.^: 
l’ellipse, si ç<;0; l’byperbole, si y>0; la parabole, si g = 0. 

230. Foyer. Directrice. Ou a VU au n° 11 que la courbe 
jouissant de celte propriété que chacun de scs points est également 
distant ti’une droite fixe et d u» point fixe , est une parabole. Toute 
parabole jouit de la même propriété. . ' 
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Soit M (fig. 102) un point quelconque 
de la parabole. Prenons sur l’axe OX , 
de part et d’autre du sonnmet O, les lon- 
gueurs OF et OA égales à c’est-à-dire 

au quart du paramètre. Par le point A 
rnenons la droite DD' perpendiculaire à 
l’axe. Du point M abaissons sur DD' la 
perpendiculaire MQ , et joignons MF. Je 
dis qu’on aura MF = MQ. 

En effet , on a d’abord 


On a ensuite 


MQ = AP = AO -f OP = -f- a:. 


MF’ =3IP’ -f- PF’ = y« + (a; _ i py 
= 2px + (x — ^p)'‘ = (x+^p)^; 

MF = x-fip; 

et par conséquent MF = MQ. 

Ainsi chaque point de la parabole est également distant de la droite 
uu et du point F. 

Le point F se nomme le fo’jer de la parabole , et la droite DD' est 
irec rtce , a propriété que l’on vient de démontrer s’énonce 
alors en disant que chaque point de ta parabole est égalemen t distant 
de la directrice et du foyer. 

y = ^P- Ainsi la corde “ 

menée par le foyer perpendiculairement à Taxe est égale au para- 
mètre 2 / 1 . ^ 

trouve y = ±2/1. Il en résulte que si, par le 
on mène une droite faisant avec l’axe un angle de fet 
quation serait par conséquent y = x), elle rencontrera la 
para o e en un point dont l’abscisse sera égale au paramètre. 

I fournit un moyen de construire le foyer et 

a irectrice, lorsqu on a la courbe et soa axe, sans avoir son 
équation. 

• 

III. L ellipse, l’hyperbole et la parabole jouissent toutes trois de 
cette propriété que les distances de chaque point de la courbe à la 
directrice et au foyer sont dans un rapport constant (129, 277). 
ans 1 ellipse, chaque point est plus près du foyer que de lu direc- 
rice correspondante ; dans l’hyperbole, chaque point est plus près 


4 


• 
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de la direclrice que du foyer; dans la parabole les deux dislances 
sont égales. 

IV. La distance d’un point de la courbe au foyer est une fonc- 
tion rationnelle entière et du premier degré de l’abscisse de ce 
point. Si l’on choisissait d’autres axes, on obtiendrait encore une 
fonction rationnelle , entière et du premier degré , des coordonnées 
nouvelles de ce même point. 

251. La parabole peut se construire par points d’après la pro- 
priété du foyer et de la direclrice. 

Soit OP (fig. 102) l’abscisse d’un point que l’on veut construire. 
Par le point P on élèvera une perpendiculaire indéfinie à l’axe. Du 
foyer F comme centre avec un rayon égal à la distance AP du point 
P à la directrice, on décrira un arc de cercle , qui coupera la per- 
pendiculaire en un point M ; ce point M sera le point cherché. Car 
en menant .MQ parallèle à OX , on aura .MQ = AP=MF. 

Re.uarqu£S. I. Un point M' (fig. 103) situé au dehors de la para- 
bole est plus près de la directrice que du 
foyer; car si l’on abaisse .M'P perpen- 
diculaire à l'axe , et qui rencontre la 
courbe en M ; qu’on mène M'Q’ et MQ 
perpendiculaires à la direclrice, et qu’on 
joigne M F et MF ; on aura M'Q'= .MQ ; 
mais .M'F>MF, comme oblique, s’écar- 
tant davantage du pied de la perpendi- 
Fig. 103 . culaire FP; or, MQ = MF; donc on a 

M'F>MQou >M'Q'. 

On verrait de même qu’un point M" situé dans l’intérieur de la 
parabole est plus près du foyer que de la directrice. 

Donc, si un point est h égale distance de la directrice et du foyer, 
il est situé sur la parabole , ce qui achève de justifier la construc- 
tion ci-dessus. 

II. On obtient à la fois deux points de la courbe, symétrique- 
ment placés par rapport à l’axe. Car le cercle décrit du point F 
coupe en deux points la perpendiculaire élevée en P. 

252. Théorie (jrn^raie «Ich foyer». Nous avons donné trois dé- 
finitions différentes des foyers suivant que nous avons considéré 
ces points dans l’ellipse, l’hyperbole ou la parabole. Il n’est peut- 
être piis inutile d’indiquer ici un point de vue général, qui permet 
de ramener à une méthode uniforme la recherche de leurs pro- 
priétés. 
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£n effet, nous avons vu (n" 1118, 176 et 250, Rem.) qu’un foyer 
jouissait , dans les trois courbes , de cette propriété , que sa distance 
à un point quelconque de la courbe est une fonction rationnelle des 
coordonnées de ce point. On peut donc prendre cette propriété 
commune pour définition des foyers , et alors voici la marche qu’il 
faudra suivre pour trouver ces points. 

Soient («, p) un foyer F, (x, y) un point quelconque M de la 
courbe; la distance FM s’exprimera d’abord par 

v'Cx — «)*+(y — P)‘, 

et ensuite, comme elle doit être une fonction rationnelle <le x et 
de y , elle pourra s’exprimer encore par 

S> étant, comme a et 8, des inconnues qu’il s’agit de'déter- 
miner. On aura donc 

V'(x— (y — p)* = cÆ: + /’y-l- 5 f, 

OU (x — a)*-\-(ij — ^Y — {cx-{-fy-\r!/Y — 0 [1]. 

Or, comme cette relation [1] doit avoir lieu quel que soit le point ftl, 
ce n'est autre chose que l’équation 

• . . Ay’ -)- Bxy Cx’ -(-Dy-|-Ea:-|-F = 0 

de la courbe, ou celte équation multipliée par un facteur indéter- 
miné X. On devra donc avoir identiquement 

(X— a)*-|-(y— P)*— (ea;-f/y-fy)*=À[Ay’-i-Ba:y4-Cx'-(-Dy-l-Ez-f-Fj. 

En identifiant les coefficients des termes analogues des deux mem- 
bres , on aura autant d’équations qu’il en faut pour, déterminer les 
inconnues «, P, e, /■, y , X. 

Nous n’effectuerons pas ce calcul qui ne nous conduirait qu’à 
des résultats connus , et nous nous contenterons de le conseiller 
aux élèves comme exercice. 

Remarqies. I. Le calcul effectué sur l’équation généralo[2] serait 
fort compliqué. Mais comme il est clair qu’un point qui jouit de la 
propriété caractéristique des foyers dans un certain système d’axes, 
ne cesse pas d’en jouir encore quand on change de système, il est 
permis de prendre , au lieu de l’équation [2] , l’équation la plus 
simple de chaque courbe , que l’on traitera séparément. 
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II. Toutes les courbes du second degré peuvent être représentées 

par l’équation - 

(a; — «)'+Cy— P)* — (ex + /y + ÿ)* = 0 [3], 

qu’on nomme quelquefois l'equation focale. Comme le symbole 
B' — 4AC est ici 

Vr- 4(1 - e*)(l - Z') = 4.(1 - e* - n’, 
on voit que la courbe sera 

une ellipse si l’on a e* -j- /’ ■< 1 » 
une hyperbole ' e’ +/’>!, 
une parabole e* -|- /* = 1 . 

Celte équation est très commode pour la résolution de tous les pro- 
blèmes dans lesquels entrent en jeu les propriétés des foyers étalés 
directrices. 

III. L’équation focale montre que l’existence d’un foyer entraîne 
celle d’une directrice. 

En effet, si on nomme S la distance d’un foyer («, ^) à un point 
(X, y) de la courbe, on a 

ê = v'(a;-»)«-l-(y-p)»; 

si on nomme S' la distance du point (x, y) à la droite qui a pour 
équation 

ex + fy + g = 0, 

ona(GO) ^^ ex + fy + ff _ • 

> 

Donc, en vertu de l’équation focale, on a . • 

S' ~ + Z’’ 

c’est-à-dire que la droite ex -|- /"y -j- 5' = 0 est une directrice. 

On voit que si on parvient à mettre l'équation du second degré 
sous cette forme [3] , on aura immédiatement un foyer et la direc- 
trice correspondante. 
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX DIMENSIONS. 


§ 2. TANGENTE ET NOBMALB. 


• 255. Taiifcente. D’après ce qui a été établi au n® 105, le coeffi- 
cient angulaire de la tangente au point qui a pour coordonnées x' 
et y' est 



Considérons la branche de courbe située au-dessus de l’axe. 
Quand y' varie de 0 à l’infini positif, m varie de l’infini positif à 
zéro, et reste par conséquent positif. Çette branche supérieure de 
la courbe tourne donc sa concavité vers l’axe (108); et, à cause 
de la symétrie, il en est de même de la branche inférieure. 

Au sommet, on a y' = 0, d’où »i = « ; en ce point la tangente 
est donc perpendiculaire à l’axe. 

254. D’après ce qui précède, l’équation de la tangente à la para- 
■bole, au point qui a pour coordonnées x' et y' est 

y-lf=^-Àx-x') . [ 1 ], 

équation à laquelle il faut joindre la relation y'* = 2px' qui exprime 
que le point est sur la courbe. 

A l’aide de cette relation, on met l’équation [1] sous la forme 
yy'=p(x-l-x') [2] 

ou yy— 

ou, en divisant le premier terme par=y et les deux autres par px'. 



iy' x'-^ 

La seule inspection de l’équation de la 
tangente sous cette forme montre (61) 
■ que pourx=t) on a y=^y', c’est-à-dire 
que l’ordonnée à l'origine de la tangente 
MT (fig. 104) est la moitiè'de l’ordonnée 
i MP, du point de contact M. 

On voit de même.Aiue pour y = 0 on 
a x= — x', c’est-à-dire que la tangente 
rencontre l’axe en un point T situé du 
côté des X négatifs à une distance OT égale 
Fig. lot à l’abscisse OP du point de contact. 

La distance TP se nomme la sous tangente. Ainsi, dans la para- 



DE Là parabole. • 193 

bole la sous-tangente est double de l'abscisse du point de contac t ; 
car on a TP = 2 OP. 

Cette -propriété fournit un moyen commode de mener la tangente 
en un point donné M de la courbe ; car il suffit de mener l’ordonnée 
MP, de prendre OT = OP, et de joindre TM. 

Remarque. Pour = on ay'=p; par suite m=V, ainsi la 
tangente au point dont l’ordonnée passe par le foyer fait un angle 
de 45" avee l’axe. Cette môme tangente rencontre l’axe au même 
point que la directrice, puisque l’abscisse du point de rencontre est 

— \p. 

253. Problèmes. I. Mener une tangetUe à la parabole pepr un 
point extérieur (x*, y"j. 

On aura pour déterminer les coordonnées a;' et >/ du point de 
contact l’équation qui exprime que le point donné est sur la tan- 
gente, c’est-à-dire en adoptant la forme [2] ci-dessus, 

ify'=plx''-^x') [4] 

et l’équation qui exprime que le point de contact est sur la courbe, 
savoir 

y" = 'îpx [5]. 

L’élimination conduit à une équation du second degré; ainsi il y a 
en général deux solutions; elles se réduisent à une seule quand le r 
point donné est sur la courbe. 

Mais, au lieu de traiter la question par le calcul , on peut rcmar- 
quer que si, dans les équations [4] et [5]’on regarde x' et y' comme 
des variables, elles représenteront deux lieux géométriques dont 
l’intersection donnera les points de contact de la tangente. L’équa- 
tion [4] représente une droite facile à construire et qu’on appelle 
la corde des contacts. L’équation [5] représente la parabole elle- * 
même. 

II. Mener une tangente à la parabole parallèlement à une droite 
dont., r équation csf y = mx . 

aura pour déterminer les coordonnées x' et y' du point de 
contact l’équation qui exprime le parallélisme, savoir : 



et l’équation [5] ci-dessus qui exprime que le /point de contact est < 
sur la courbe. 

L’équation [6] ne donne qu’une valeur de y', qui, subslituét 
dans [5] ne donne qu’une valeur de x' ; ainsi le problème n’admet 
qu’une solution. 

13 
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On obtient y’ = -^ et a;' = Ces valeurs, mises dans l’équa- 
m 2»i* ’ ^ 

lion [1] de la tangente donnent 

OU y = [7], 

Remarock. Pour m = ao on trouve , en divisant préalablement 
par 7/1, que l’équation [7] se réduit à a;=0, c’est-à-dire à Taxe des y, 
ce qui devait être. Pour m=0 on obtient y = oo; ainsi ce n’est 
qu’à Une distance infinie que la tangente devient parallèle à l’axe. 

250. Normale. L'équation de la normale à la parabole, au point 
dont les coordonnées sont x' et y est 

v’ 

V y—y! = ~^{x—x’). 

Pour avoir le point N (fig. 105) où elle rencontre l’axe, faisons 
y 0; nous trouverons x=p-\~xf. 

La dislance PN, qu’on appelle la sôus-normale, est égale à ON — OP 
ou à Z — x’, c’est-à-dire à p. Ainsi, dans la parabole la sousttormale 
est constante, et égale à la moitié du paramètre. 

Cette propriété fournit un nouveau moyen de mener la tangente 
en un point M donné sur la courbe; il suffira de mener l’ordonnée 
MP, de prendre PN égal au demi-paramètre p, et de joindre .MN qui 
sera la normale; la perpendiculaire Mï à la normale sera la tan- 
gente. 

RemarouR- Pour x' = 0| la distance x ou O.N se réduit àp ; ainsi, 
à mesure que le point M se rapproche du sommet, le point N se 
rapproche du point situé à la distance p de ce même sommet. 

257. Tuéorème. La tangente à la parabole fait des angles' égaux 
avec l’axe et avec te rayon vecteur du point de contact. 

Il faut démontrer que le triangle MTF (fig. 105) est isocèle, et 
qu’on a TF = MF. 

• Or, on sait (234) que si x est l’abscisse OP du point M, oiva 
TO = a; en valeur absolue ; donc TF = TO -j-OF = a; -j- 3 p. D’ail- 
leurs on a trouvé (25D) MF = a; -j- J p.^Donc TF — MF. Donc l’an- 
gle MTF = T.MF ; ce qu’il fallait démontrer. 

Remarques. I. Si l’on mène par le point une droite HH' paral- 
lèle à l’axe, on aura l'angle H.MT = MTF ; donc aussi HMT = TMF ; 
c’est-à-dire que la tangente est la bissectrice de l’angle HMF formé 
par la droite .MH parallèle à l’axe, et par le rayon vecteur MF. 

11. 11 en résulte que la normale .MN est la bissectrice de l’aagle 
suiiplémenlaire H'.MF. . 
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III. Le triangle MFN étant isocèle, puisque l’angle FMN = H'MN 
= MNF, on a NF = .MF. D’ailleurs TF = MF ; donc TF =? FN. Ainn 
la tangente, la normale et l'axe déterminent un triangle rectangle 
dont l’hypoténuse a pour milieu le foyer F. 

238. Le théorème démontré au numéro précédent fournit un 
nouveau moyen de mener une tangente à la parabole. 

I. Soit proposé d’abord de mener la tangente par un pmnt M 

donné sur la courbe (fig. 105). Ayant 
mené la directrice AL , on abaissera du 
point M une perpendiculaire MD sur > ■ 

cette droite; on joindra FD, et du point 
M on abaissera sur FD la perpendi- 
culaire MT, qui sera la tangente de- 

mandée ; car eUe sera la bissectrice de 

^ 'angle DM F. . 

. Remarque. Le point I, où la tangente 
MT rencontré la droite FD, est le milieu 
de cette droite; mais ce milieu est situé 
rig. 195. sur l’axe OY, puisque l’on a OA = OF, 

et que OY est parallèle à AL. Il suit de là que la tangente au som- 
met de la parabole est le lieu des pieds des perpendiculaires abais- 
sées du foyer sur les tangentes. 

II. Soit proposé, en second lieu, de mener la tangente par un 
point K e.\térieur à la purabobî. Du point K comme centre, avec 
la distance KF pour rayon, on décrira un arc de cercle qui rencon- 
trera la directrice en un point D; car le point K, étant extérieur à 
la courbe, est plus près de la directrice que du foyer (251); on 
joindra DF, et du point K on abaissera sur DF une perpendicu- 
laire KT, qui sera la tangente demandée. Le point M, où elle ren- 
contrera la pai“allèle à l’axe menée par le point D, sera le point de 
contact. 

En effet, par construction, KT sera perpendiculaire sur le milieu r 
de DF, puisque KD = KF ; le point M sera donc également distant 
(le D et de F, et MT sera la bissectrice de l’angle DMF ; ce sera donc 
la tangente. 

L’arc décrit du point K comme centre renc-ontrant la directrice 
' en deux point.'!, il y aura deux solutions. 

III. Soit proposé enfin de mener la tangente parallèlement à une 
direction donnée. Du foyer F on abaissera sur cette direction une 
perpendiculaire qui lenconlrera la directrice en un point D. Sur 
le milieu de FD on lui élèvera une perpendiculaire TK, qui sera la 
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tangente demandée. Le point M , où elle rencontrera DM parallèle 
à l’axe, sera le point de contact. 

En effet, TK étant perpendiculaire sur le milieu de FD, on 
a MF = MD ; donc le point M est sur la parabole. De plus TK est 
la bissectrice de l’angle DMF ; donc TK est la tangente. 

Le problème serait impossible si la direction donnée était paral- 
lèle à l’axe, parce qu’alors la perpendiculaire menée à cette direc- 
tion par le foyer serait parallèle à la directrice. , 


g 3. DIAMiTEBS. 

U39. Théorème. Les diamètres de la parabole sont des droites 
parallèles à l’axe. 

Soit, en effet, y=.mx-\-n l’équation de l’une des cordes con- 
sidérées, et soient ^ et t) les coordonnées de son milieu; ce point • 
étant sur la corde, on a 


r,=zm\-\-n [1]. 

Pour avoir les coordonnées des extrémités de la corde, il faut 
combiner son équation avec celle de la parabole, ou y* = 2px. En 
éliminant y on obtient 

m'a;’ -j- 2 (mn — p) a; -|- n’ = 0, 


équation qui a pour racines les abscisses des extrémités de la corde. 
Leur demi-somme, qui est égale à l’abscisse I (141) du milieu, à 
pour valeur ^ 


î = 


P — mn 

m* 


m- 


En éliminant n entre les équations [1] et [2] , un a l’équation 
U lieu , 


m 



]ui représente une parallèle à l’axe de la parabole. 

Remarque. Réciproquement, toute parallèle à l'axe de la para- 
bole est un diamètre. Car soit y = y' l’équation de cette droite. 

Considérons le système de cordes parallèles dont le coefficient 
angulaire satisfait à la relation 

y'= — d’où m = -,. 

»» 
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Le lieu du milieu de ces cordes a pour équation 



ou, en mettant pour m sa valeur, 

240. Théorème. Les cordes qu‘un diamètre divise en deux par- 
ties égales sont parallèles à la tangente menée à l'extrémité de ce 
diamètre. 

On vient de voir, en effet, que si y — y' est l’équation d’une pa- 
rallèle à l’axe, ou, ce qui revient au même, d’un diamètre, le coef- 
ficient angulaire des cordes qu’il divise en deux parties égales est 



Or, ce coefficient angulaire est aussi celui de la tangente menée 
au point dont l’ordonnée est 1 / (233), lequel n’est autre que l’ex- 
trémfté du diamètre. Donc les cordes considérées sont parallèles à 
la tangente, ce qu’il s’agissait de démontrer. 

241. Théorème. Lorsque l’on prend pour axe des x un diamètre 
quelconque , et pour axe des y la tangente à l’extrémité de ce dia- ‘ 
mètre , l’équation de la parabole conserve la même forme que lors- 
qu’elle est rapportée à son axe et à la tangente du sommet. 

En effet, les cordes parallèles à l'axe des y étant alors divisées 
en deux parties égales par l’axe des x, il en résulte qu’à chaque 
valeur de x correspondent deux valeurs de y égales et de signe con- 
traire. L’équation ne peut donc contenir que des puissances paires 
de y ; ainsi le terme en xy et le terme en y doivent manquer dans 
cette équation. La courbe passant par l’origine, l’équation doit aussi 
manquer du terme indépendant de x et de y. Enfin la relation 
B* — 4AC = 0 devant être satisfaite , puisque c’est une parabole , 
comme B est nul, il faut que A ou C le soient. Or, » A était nul, 
l’équation ne contiendrait plus y et ne pourrait représenter que 
deux parallèles à l’axe des y. Il faut donc que C disparaisse ; et 
alorà l’équation est de la forme 

E 

. Aÿ*-j-Ea; = 0 ou y*= — ^x, 

E 

ou, en posant — ^ = 2/, y’ = 2p'x, 

équation semblable à celte de la parabole rapportée à son axe et à 
la tangente au sommet. 
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Remarque. Il est facile d’obtenir la valeur de p' en fonction de p. 



connaissant l’abscisse a de la nou- 
velle origine par rapport aux an- 
ciens axes. 

Soit MX (Qg. 166) le diamètre 
pris pour axe des x , et soit TY la 
tangente prise pour axe des y. 
Soient OP=a et MP=6 les coor- 
données de la nouvelle origine M 
par rapport aux anciens axes 0X| 
et OYi. Par le sommet O menons 
OIN parallèle à TM ; la figure OIMT 
est un parafiélogramme, et Ton a 


X ou MI = OT = OP = « (234), 
puis y* ou NP==ny = MT’ = MP*-l-TP = ^.*-|-4fl% 
ou y* = ipa -\- 4a*. 

» 

.Mettant ces valeurs dans l’équation y'—ip'x, on obtient 
2po -|- 4a* = 2p'a d’où 

J* Jà 

Cette valeur est remarquable, parce que c’est précisément la 
distance du point M au foyer (230). Ainsi, toutes les fois que l'é- 
quation de. la parabole est ramenée à la forme y*=2p'x, le quart 
dm paramètre 2p' est la distanee de V origine au foyer; ce qui a 
également lieu quand la parabole est rapportée à son axe et à lè 
tangente au sommet. 

242. Il résulte de ce qui vient d’être dit, que les propriétés qui 
ne dépendent que de la forme de l’équation de la parabole, subsis- 
tent quand elle est rapportée à un diamètre quelconque et à la 
tangente à rextrémité de ce diamètre. 

Ainsi, T Les carrés des ordonnées obliques sont entre eux 
comme les abscisses correspondantes; 2" si y' est l’ordonnée oblique 
d’un point de la courbe, le coefficient angulaire de la tangente en 

ce point est et l’équation de la tangente est 


3° La sous-tangente est encore double de l’abscisse , etc. 
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§ i. AIRE d’un segment PAiuaOLIQGE. 


245. Nous nous proposons d’évaluer l’aire comprise entre un 
arc OB de la parabole (fig. 107), le diamètre OX passant par l’une 

de ses extrémités, et l’ordon- 
née AB menée par l’autre ex- 
trémité parailèleinent à la tan- 
gente OY menée au point O. 

Supposons ta parabole rap- 
portée aux axes OX et OY ; son 
équation sera de la forme 

y' — 1p'x [1].’ 

Imaginons qu’on ait inscrit 
dans l’arc OB un contour poly- 
gonal > et quepar chacun de ses 
sommets, tels que M, M', etc., 
on ait mené des parallèles aux 
axes : MP, MQ, M F, M'Q', etc. Soient *,■ t/, et a:', y' les coordonnées 
de deux sommets consécutifs M et M' de ce polygone. En nom- 
mant 0 l’angle des axes , on trouvera pour les aires T et ^ des tra- 
pèzes MPP'M' et MQQ'M', 

= + — ®')siu9 et y')sinô, ' 



d’où 


T 

t ' 


*/d- i/' X — x' 


' x + x'' y — f 

Si Pon suppose que le nombre des côtés du contour polygonal 
augmente , et que les sommets consécutifs se rapprochent indéfini- 
ment , on aura 


lim - = lim - , , X lim ;. 

t x-\-x. y — y 


Or, d’abord. 


lim 


y + .'/' _y 

X -|- x' 


X 


En second lieu , si dans l'équation [1] on reganle x comme la 
fonction et y comme la variable , la quantité 


lim 


X — xf 

U— y' 


n’est autre chose que la limite du rapport entre l’accroissement de 
la fonction et l’accraissement de la variable , c’est-à-dire que c’est 
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la dérivée de x par rapport à y , on a donc 


par conséquent ; 


lim - — ^ = dérivée de ^ ; 

y — y 2p P 

,i^T y 

f X P px px 


Ce que l’on vient de dire des trapèzes MPP'M' et MQQ'M', on 
peut le dire de tous les autres couples de trapèzes. Ainsi, à la 
limite , la somme des trapèzes intérieurs est le double de la somme 
des trapèzes extérieurs. 

Ur, à la limite aussi , la somme des trapèzes intérieurs devient le 
triangle mixtiligne OAB ; et la somme des trapèzes extérieurs de- 
vient le triangle mixtiligne OCB. On a donc 

0AB = 20CB, d’où OAB = i(OAB-|-OCB) = §OABC, 

c’est-à-dire que l'aire paraboliqve OAB qu’il s’agissait d’évaluer, 
est les deux tiers de celle du parallélogramme OACB. 


Remaroües. 1. Si Xet T sont les coordonnées du point B, l’aire 
du parallélogramme OABC a pour expression XT sin 6. L’aire para- 
bolique OAB équivaut donc à \ XY sin 9. 

II. Si le diamètre OX était l’axe de la parabole, la tangente OY 
lui serait perpendiculaire ; on aurait donc sin 9 = 1 , et l’aire para- 
bolique aurait simplement pour valeur | XY. 

III. On démontrerait de la même manière que l’aire parabo- 
lique OAB' est les deux tiers du parallélogramme OAB'C'. Par con- 
séquent l’aire du segment parabolique BOB' est les deux tiers du 
parallélogramme BCC'B’ formé par la corde BB', la tangente CC 
qni lui est parallèle, et les droites BC et B'C' parallèles au dia- 
mètre OX ou à l’axe. 


§ 5. EXERCICES ET APPLICATIONS. 

244. Tb^orEee. Si des extrémités d’une corde de la parabole on abaisse des 
perpendiculaires tur la tangente au sommet, leur moyenne proportionnelle est 
la distance du sommet aupoint de rencontre de la corde et de l'axe. 

Supposons la parabole- rapportée 4 son axe et à sa taogente ail sommet; 
soient (z', y'} et (z*, y*) les extrémités de la corde. , 

L’équatlou de celle corde sera 

Pour avoir la distance du sommet au point où la corde rencontre l’axe , il ^ 
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faut, dans cette équation, faire v=0, ce qui donne 

y'ji'—if) 

y'-yr 


X = 3f — - 


mais on a y'’=2p*' et ÿ^ = 2p*', 

d’où y’»— v" = 2p (®' — 


et par suite 
Mettant cette, valeur 
*= 


y'-y' ,3p 

dans [I] on obtient 

-, V'(!/'4-v") _ 2pj' — ÿ'^— y'ÿ* _ 
2P ~ 2p 


yy 

2p 



[21. 


Par conséquent »’ = ^ x |^ = *' 1 ' [Si- 

Or, z' et Z* sont les perpendicuiaires abaissées des extrémités de la corde sur , 
la tangente au sommet; l'équation [3] démontre donc le tliéorème. 

Reuahoue. L’équation [2] montre (ce qu’il est d’ailleurs facile de voir direc- 
temenl) que lorsque les deux extrémités de la corde sont d’un même côté de 
l’axe , elle le rencontre hors de la parabole ; tandis que si ces deux extrémités 
sont de part et d’autre de l’âxe , la corde le rencontre dans l’intérieur de la 
courbe. 

Î4S. ThEorEue. Si par iet différents points d’une droite LL’ (Bg. 108) on mine 

à la parabole des couples de tangentes , 
telles que NM , N"M’, les cordes de contact , 
telles que MM’ passent toutes par un point 
fixe. 

Prenons pour axes la tangente YY’ pa- 
rallèle à LL', et le diamètre AX mené par 
le point de contact. Soient z* et y" les 
coordonnées du point N ; l’équation de 
la corde des contacts MM’ sera (234) 

y/=p' (* + *') [•! 

en appelant 2p’ le paramètre de la para- 
bole rapportée aux axes que nous avons 
choisis, et pour lesquels son équation 
conserve la même forme que lorsqu’elle 
est rapportée è son axe et à la tangente 
au sommet (241). 

nconlre AX, s’obtiendra én faisant y=0 

=-xr [ 2 ]. 

Or, l’abscisse y" du point N ne dépend pas de la position de ce point sur la 
droite'LL', puisque celle-ci est parallèle à l’axe des y ; z* est donc une consume. 
Par conséquent AP est aussi constant ; et le point P est un point fixe par le- 
quel passent toutes les cordes de conUct analogues à MM'. C’est ce qu’il fallait 
démontrer. 

Rehahques. I. Le point P se nomme le p6le de la droite LL'; et celte droite 
se nomme Fa polaire du point . . 
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H. La relation [2] montre qu’on a AP=AB. 


III. Si LL' coupait la parabole, z* serait positif, le point P serait donc exté- 
rieur à la parabole. Si LL' était tangente, les points P et D se confondraient 
avec le point de contact ; dans ce cas le pôle serait sur la polaire. 

Si LL' était la directrice, le point P serait le foyer. 

IV. La propriété réciproquea égalementlien; ifest-à-dire que si par un point 
fixe P on mène des sécantes, et que par les points où elles rencontrent , la courbe 
on lui mène des tangentes, les couples de laAgentes correspondantes à ces di- 
verses sécantes iront se couper sur une même droite LL'. (Ur si AP reste fixe, 
en vertu de la relation [t], il en sera de mime de sf: donc les points de ren- 
contre N des couples de tangentes seront tous sur la droite qui a pour équation 

Si 1c point fixe P était situé hors de la parabole , la droite LL' couperait la 
courbe ; car si x était négatif dans la relation [t], x* serait positif. Si le point P 
était en D, la droite LL' serait tangente. 

246. Théorème. Si l’on mène dans une parabole deùx cordes quelconques per- 
pendiculaires entre elles, CD et CtD' (le lecteur est prié de faire la figure) , les 
distances IP et |I'F de leurs milieux d l'axe ont pour moymme péotnéiru/ue la 
moitié' du paramètre. 

Soient ai, y' et x", t/ les coordonnées des points C et D, et soit n l’ordonnée 
du point I ; on aura 

n = Hy' + v') [I]. 


Mais, si m est le coefllcicnt angulaire de la corde CD, on a 

■■ ■ V'-’/ 
té — X* ' 

multipliant ces relations terme à terme, on obtient 

iT-ir _ 2px'-2px» 

'■“2(x’ — x'j~ 2(x'— 

Si T|’ est de môme l’ordonnée du point I', et m' le coefficient angulaire 
de C'iy, on aura pareillement 

m'T,'=p ' [3] 

et, par conséquent, en multipliant [2] et [3] membre à membre, 


-P I 


f2]. 


• n«m'r,>i'=p’ [4]. 

Or, les deux cordes étant perpendiculaires entre elles , les coefficients angu- 
la'rres m et m' sont liés par la relation mm’+ 1 = 0 ou n«n'=— 1'. 

En mettant pour mm' celle valeur dans [4], U vient 


— nV = p’. 

Celte relation montre que les ordonnées n et ri' sont toujours de signe con- 
traire; si donc on a r]=4- IP, on aura r/= — I P'. Par suite 

lP.l'P'=p’, 


ce qnll s'agissait de démontrer. 

247. Problème. Étant donné un arc de parabole, construire la courbe. 

Soit CD (fig 100) l’arc donné. On mènera deux cordes parallèles; on joindra 
leurs milieux , et l’on aura un premier diamètre MH' (236). Soit M le point où 
il rencontre l’arc donné; on mènera .MT parallèle aux deux cordes; ce sera une 
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langenle (!4S); puis oo Sera l’angle TMF = TMH'; on aura une drUUe MF <|ul 
ira passer par le foyer (SZT.i. 

En répclanl la constnidion pour 
deux autres cordes parallèles entre 
elles, mais non aux deux pre- 
mières, on obtiendra mie nouvelle 
droite passant au foyer, et qui , par 
son miersection avec ta première 
donnera le foyer P. . 

Oo mèn»a FX parailèie aux dettx 
diamètres; ce sna l'axe de la para- 
bole (239). U reocoiitrera la tan-^ 
gente MT en un point T. Du point M 
’ Fig. lOft. on abaissera sur l’axe la perpendi- 

culaire HP. Le milieu A de la distance TP sera le sommet de la parabole (’iââ). 
On aura ainsi tous les éléments nécessaires pour tracer la courbe (231). 

248. Problème. Par un point- P pris sur l’axe d’une parahole, on mène- des' 
parallèles aux tangentes ; on demande le lieu des points M où chacune d’elles 
rencontre le rayon vecteur du point de contact correspondant. 

Prenons pour origine le foyer ; il suffira , dans l’équation de la parabole , et 
dans celle de sa tangenle de changer x en z -f - 1 p , cè qui ne diangêra pas le 
coefficient angulaire de la tangente, où l’abscisse du point de contact n’entre 
pas. Soient donc x' et y' les coordonnées du |>oint de contact; et soit FP=xa. 
L’équation d’une parallèle a la tangente passant par le point P sera 


a) 

y 

L’éfiualion du rayon veclcur sera d'aiïïenTS 


[1]. 




[21 


et, pour exprimer que le point de contact est sur la parabole, on aura 

‘ y’=2p(*'-i-5P) ' [3]. 

En éliminant x' et y' enlre ces trois équations, on aura un* relation entre x, y 
et des constantes; ce sera l'équation du lieu. 


De l’équalion [ 1 ] on tire y'=?.^ — ; 


l’équation [2] donne alors px(x^ — o)^ 

Ces valeurs mioessiaBs l'équation [3], donnent, toutes réduoUoiu faites, . 


x‘‘+y^=V, ^ . . 

équation du cercle décrit du foyer F comme centre, avec FP pour rayon. 

Remarques. I. On aurait pu prévoir ce résultat qui est une conséquence de 
la propriété exposée au n' 237; car les triangles TFT' et PFMsont semblables; 
et puisque le premier est isocèle, il en est de même du second; on a donc’ 
FM =z FP, quantité constante. 

,H. Si, an Heu de menerqmr le point P des parallèles aux tangentes, on me- 
nait des parallèles aux normales , et qu’on cherclrftt de même le lieu de leur 
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rencontre avec le rayon vecteur, on obtiendrait le mime cercle <[uc ci-deasus. 
C’est encore une conséquence de la propriété démontrée au n° 237. 


111. Il est remarquable que le cercle obtenu est indépendant du paramètre de 
la parabole; et que par conséquent le lieu demandé resterait le même, quel 
que fût ce paramètre, pourvu que les paraboles eussent même axe et même 
foyer. , 

- 149. PaoBiÈM. Par le foyer d'une parabole on mine des droîtet faisant arec 
les tangentes un angle constant;, on demande le lieu du point de rencontre de 
chaque droite avec la tangente correspondante. 

Prenons pour origine le foyer , l’axe de la parabole pour axe des x , et l’axe 
des y perpendiculaire. Pour obtenir l’équation d’une tangente quelconque, il 

suffira dans l’équation ordinaire (234) de changer x en x -f- 1 , ce qui donnera 


y = m(x+y+i 
L’équation d’une droite menée par le foyer sera 


Dl- 


y = m'x [^2], 

et si ces (leux droites font entre elles un angle donné , dont nous désignerons 
la tangente par K , on aura 


m — m' 
I + mm 


-, = K 


[ 3 ]. 


Si , entre ces trois équations , on élimine m et m', il restera une relation 
entre x, y et des constantes, qui sera l’équation du lieu ; car on peut regarder 
X et y comme les coordonnées du point commun aux deux droites. Pour cela, 
on éliminera m' entre [2] et [3]; on obtiendra une valeur de m qu’on substituera 
dans [ 1 ]. Faisant disparaître les dénominateurs, réduisant et transposant, on 
pourra mettre l’équation finale sous la forme 

(x’ + y") [2K (y — Kx) — P (1 + K’)] = 0. 

Cette équation est satisfaite quand on égale è zéro l’un ou l’autre des deux 
facteurs du premier membre *, elle se partage donc en deux , savoir : 

x’ + y> = 0 et 2K(y — Kl) — p(l + K*) = 0. 

La première donne x=:0 et y =0, et représente l’origine des coordonnées, 
ou le foyer; c’est évidemment une solution étrangère à la question. 

La seconde peut s’écrire : 

y = K{x + ip)+'^ [4]. 

En la comparant avec l’équation [1] on voit que c’est celle d’une tangente à 
la parabole , faisant avec Paxe un angle égal à l’angle constant dont la tangente 
est K. 

Remabque. Si l’angle cobstant est droit, on a K = «; l’équation [4], divisée 
préalablement par K , donne alors 

x+ip=0 ou l;±:— ip, 

c’est l’équation de la tangente au sommet. On retrouve ainsi la propriété dé- 
montrée plus haut (237 , Rem.). 

239- PaoBLiBE. Trouver le lieu décrit par le sommet d’un angle constant dont 
les côtés restent tangents à une parabole dgnnée. 
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y=mx + ^ et « = 

et si K désigne ta tangente de l’angle constant on devra avoir 

m — m' „ , 
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l'] 

[î]- 


1 + mm 

En éliminant m et m' entre ces trois équations, on aura l’équation du lieu ; 
on peut regarder z et y comme ies coordonnées du sommet de l'angle mobile. 
La première équation peut être mise sous la forme 

2zm’ — ïÿm + p = 0 [3] 

et la seconde, traitée de la même manière, donnerait une équation qyi ne dif- 
férerait de celle-ci qu’en ce que tn serait remplacé par m'. On peut donc regar- 
der m et m' comme les deux racines de l’équation [3]. On trouvera , en consé- 
quence 


y/yj _ 2pz 


et 


. P 
mm = 

2z’ 


valeurs qui substituées dans [2] donnent l’équation cherchée 
Vÿ’ — 2pz 


* + : 


:K ou y«— KV— p(2-|-K’)z— K=Ç = ( 

4 


[4]; 


c’est celle d’une hyperbole, dont l’axe transverse est dirigé suivant l’axe de l.t 
parabole; car l’équation ne contient y qu’à la seconde puissance, et quand on 
fait y =0 on trouve pour z deux valeurs réelles. L’abscisse du centre est 

2-t-K’ ' 

Quatld on transporte l’origine en ce point, l’équation de l’hyperbole se ré- 
duit à 


ÿ»_KV + p^ 


[àj. 


Sous cette forme on reconnaît que l’hyperbole a pour asymptotes les droites 
dont les équations , par rapport à la nouvelle origine , sont 

y=±Kz. 

En désignant par a et h les demi-axes , on trouvera ensuite 


Pv/T+P ,._p v'i-pK’ 


K’ 


d’où c = v'o’-t-6’=p. 


Si de cette valeur on retranche la valeur absolue de la distance du centre de 
l’hyperbole à l’ancienne origine , on trouve : 

fl+K’) 2 + K^^p 
P K’ ^ 2K“ “ 2’ 

La distance du sommet de la parabole au foyer de droite de l’hyperbole est 
donc I ; c’est-à-dire que le foyer de la parabole est un des foyers de l’hyper- 
bole. 
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« 2 4- K’ 

Enfin on a — =^jr relranchanl ecUe valeur de la <(uanlUé p qulex* 
c IV 2K.^ 

prime en valeur absolue U di&Unce du centre de l'byperboie au sommet de la 

n 

parabole , on obtient pour reste La directrice de la parabole est donc aussi 
une des directrices de l’hyperbole. 

Remarques. 1. Si l’angle constant est droit, on a K=oo; et l’équation [4] 
préalablement divisée par K% donne alors 

i" + piH-^ = 0 ou ^i + |j =0 d’on 1=—?, 

c’est l’équation de la directrice. Ainsi la directrice de la parabole est le lieu du 
sommet d’una»gle droit dont les côtés restent tangents d la courbe. 

II. Si l’angle constant vaut la moitié d’un angle droit, on a K = I • et l’on 
reconnaît par l’inspection de l'équation [5] que l’hyperbole devient équilatère. 

2S1. Problème. P'un point fixe on mène des normales d une série de paraboles 
'ayant même axe et même sommet; on demande le'lieu des points où chaque nor- 
male ■renconire'normalçment la courbe correspondante, 

■ Les paraboles considérées rapportées à leur axe et à la tangente au sommet, 
auront pour équation : 

y’ = 2p.r, 

P étant un coefficient variable de l’une à l’autre, et qui peut être positif ou 
négatif. i 

'Soient xé et y' les coordonnées du point où chaque normale rencontre norma- 
lement la parabole correspundaute ; et soient x" et i/* les coordonnées du point 
flxe-par lequel les normales sont menées, on aura {iî6) 




['] 

avec 

y’’=2p*' 

[2}. 


En éliminant p entre ces deux équations, on aura une relation entre x", y' et 
des constantes, qui sera l’équation du lieu. On obtient: 

y' — y '= — — *") 0“ + — y”y'—t!x’x'=0. 

C’est l’équation d’une ellipse, dont les axes sont parallèles aux. axes coor- 
donnés; elle passe par le point fixe, et par le sommet commun des paraboles; 
sou centre est au milieu de la droite qui joint ces deux points. 

2S2. Problème. Trouver le lieu des points par chacun desquels on peut mener 
d uoe parabole deux normales perpendiculaires entre elles. 

Soient x', y' ei x", tf les coordonnées des points où les deux normales ren- 
contrent normalement la courbe; les équations de ces normales seront I.2.16) 

[i] y — y'=—^ (*-*') et y — y''=— | (*-ar) [2] ^ ' 

équations auxquelles, il faut joindre les relations 
[3j . . y'“=2pi’ et y"'=2pi* . ' [4]. 


A . .X - 
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Les deux Bormales d«;vanl6tre perpendiculaires, on deit avoir en outre 

^'=-1 ou y’y’=-p^ [5]. 

On peut regarder x et y comme les coordonnées du point commun aux deux 
normales •, ainsi, en élhninanl ar', y', a/" et y" entre les cinq équations ci-dessus, 
on obliendrait une relation constante entre x, y et des quantités connues; ce 
serait l’équation du lieu. Mais on obtient plus rapidement eetle équation en 
opérant de la manière suivante : 

Remplaçons dans [i] y' par sa valeur tirée de [3]; il viendra, en chassant les 
dénominateurs et transposant : 

ÿ'»-|-2p(pf— a)y' — 2p’ÿ = 0. ' . v 

En éliminant de même x” entre les relations [2] et [41 , on arriverait à une équa- 
tion semblable, et qui n'en diflérerait qu'en ce que y' serait remplacé par y”. On 
peut donc regarder y' et y" comme deux racines de l’équation 

Y^ + 2p(p — xJY — 2p^=0 

Désipons par y” la troisième racine ; on auray d’après une propriété connue 
des équations : 

y'y»ÿ*' = 2p»y. 

Remplaçant y’y" par sa valeur — pS'il reste 

— y” = 2y, d’où y'” = — 2y.’ 

Cette valeur de la troisième racine devant satisfaire à l’équation [ti] , on trouve, 
en substituant — 2y à la place de Y, ' 

— 8y’ — 4p(p — x)y — 2p-y = 0, 

ou, en divisant par 2y, ce qui est permis, car y = 0, ou l’axe des x , est évidem- 
ment une solution étrangère, et changeant les signes , 

4y’ + 2p(p— x)-fp’ = 0' ou ♦y’4-3p“ — 2px=0, 

ou enlin y’ = }p(x — |p). 

Telle est l’équation du lieu. C’est celle d’une parabole dont le paramètre est le 
quart de celui de la parabole donnée, et dont le sommet est situé, du côté des x 
positifs, à une distance égale à ^p de celui de la parabole donnée. 

Rexarqces. L’équation [à] montre qne les ordonnées y' et y" sont nécessaire- 
ment de signe contraire. Ou en déduit aussi y’^y"-' — p‘ ou 4p’ur’x”=:p‘ 

ou x’x' = t^ 

4 

IL L’équation [G] manquant do second terme , on a 
. y'-l-ÿ" + ÿ"=>05 

et comme y'" = — 2y, 

il-en résulte y = i (y’ -p y*) , 

c’est-à-dire que l’ordonnée du point d’où parlent les normales est une moyenne 
entre les ordonnées des points où ces normales rencontrent normalement la 
courbe. 


I 
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S53. Problème. Étant donné un quadrilatère ABCD,(flg. 110), on prend (ur 
tes côtés quatre points P, Q, R, S, qui divisent les côtés proportionnellement, en 

. , BP BQ AS CR 

sorte q« on 0.1 jj^ = gy=_ = ^: 

' on joint PR et QSj on demande le 
lieu du point de rencontre M des U~ 
^ gnes de jonction. 

... BP BQ AS CR 

BA ~ BC “ AD” CD ~ * 

^_QC_^_RD_ , 
AB~RC”AD”CD”"” 

* d'où n + n'=l [ 1 ],' 

Prenons pour axes les diagonales AC 
et BD du quadrilatère, et soient 
OA^o, OC = a', OB = b, OD = è'i 
Fig. 110 . • on trouvera, pour les eoordonnées 



y — n'b _ 
n'b + nb' 

X — na 
no+ n'o' 

12]. 

y -n'b 

X + no' 

1 *11 

n'b + nb' 

no' + n'o 



, Fig. 110 . . on trouve 

: 'da pdlnt P, ^ x = n», y=n'6; 

'-^poist û, - x = — na', y = n’b-, 

dupolntR,^ »=— n'o', ÿ=— ni’, 

du point S, x= — n'o, y = —nb'. 

Par suite , l’équation de PR sera 


et l’équation de QS sera 


On peut regarder x et y comme représentant les coordonnées du point M ; on 
obtiendra donc l’équation du Heu en éliminant n et n' entre les équations [i] , 
[2] et L31. 

Pour cela, on égale d’abord les seconds membres de f2] et [3 ]î réduisant, di- 
visant par a + a', et ayant égard à [i], il reste 

nn'= — [4]. 

En second lieu, les équations [2] et [3] pouvant s’écrire : 

n’ob' — «"o'b + B(oy — Vx) + n'(o'y — bx) = 0 

et nVb'— n"ob + n(o'y + î)'x) + n'(oy +bx) = 0, 

en ajoutant membre a membre, réduisant, divisant, par a + a', et ayant égard à 
fl], il vient 

n‘b' — n’’b + y = 0 [*]• 

De [i] et [2] on conclut que n et n' sont donnés par l’équation du second 
degré : 

U’ — U + — = 0. 

O — o ‘ ... 
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Tirant de celte équation leî valeurs de n et de n' pour les substituer dans la re- 
lation [5] ; on oblieni : 

ou bien 

Telle est l’équation du lieu. C’est une courbe du.second degré qui s’étend Indé-. 
Uniment dans le sens des x négatits, mais qui est limitée dans le sens des z po- 
sitifs ; c’est donc une paralmle. 

REHSKQUF.S. J. La courbe passe aux points B et D; car pour x=0, on trouve 
j/ = b et y= — b'. On pouvait prévoir ce résultat 

II. La droite représentée par l’équation ' ' 

’ 

est un diamètre ; c’est la droite HK qui joint les milieux des diagonales du qua- 
drilatère. 


III. La couibe rencontre son diamètre au point qui a pour abscisse 
» = i(o — o'). Cette abscisse est celle du milieu I de OH. 

D'après la propriété de la sous-tangente, démontrée au n” 209, laquelle sub- 
siste par rapport à un diamètre quelconque et à la tangente è l’extrémité de ce 
diamètre (218) , les.droiles HB et HD sont des tangentes. 

IV. Si b = b', le diamètre HK se confond avec la diagonale AC. 

Si, de plus, les diagonales sont perpendiculaires, AC devient l’axe. 

Si l’on aa^a', la courbe se réduit à la diagonale BD. 

« 

Le lecteur pourra s’exercer sur les questions suivantes : ' . 

I. Théorème. Si Von joint le foyer de la parabole au point où une tangente 
quelconque rencpntre la directrice , la ligne de jonction est perpendiculaire au 
rayon vecteur du point de contact. . 

II. Théorème. Si l’on joint deux points M et M' d’une parabole à l’extrémité k 
d’un diamètre quelconque; que l’on mène par les points M et il' des parallèles à 
ce diamètre; la diagonale N.i' du trapèie MN'M'A ainsi déterminé sera parallèle 
d la tangente au point A. 

III. Théorème. Si par le sommet A d’une parabole on mène une corde quelcon- 
que AM, et parle point M une perpendiculaire MB à cette corde, terminée à l’axe 
de la courbe; la distance PB entre te point B et le pied de l’ordonnée du point U 
sera égale au demi-paramètre. 

IV. Problème. Étant donné un trapèse ABCD, on fait varier la direction du 
. côté CD, de moniére que la surface du irapèxe reste constante: on demande le 

lieu du point de rencontre M des diagonales. 

V. Problème. On mène par un point fixe des tangentes dune série de paraboles 
ayant mime axe et même sommet; on demande le lieu des points de contact. 

VI. Problème. Trouver le lieu des points tels que la somme (ou la différence ) 
des distances de chacun d’eux d une droite fixe et d un point fixe soit constante. 

14 
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VII. Problémc. Trouver le lieu d >» poinfü tels que si, de ehtseun d’eux, ou mène 
d<uT tangentes à une parabole donnée, lajomme des angle» qu^sUes font me» 
Taxe soit constante. 

Vin. Pkohlèib. B^un point /ire P on mène à uneparabole donnée une sécante 
quelconque PAB, sur laquelle on prend une longueur PM, moyenne géométrique 
entre PA et PB; on rfnntwde le lieu du point M. 

IX. Problème. Trouver le lieu des milieux des sécantes menées <1 une parabole 
par un point fixe. 

X. ProblAmk.. Trouver le üeu des centresHes cercles tangents à un* droite dan- 
néeet coupant à angle droit un cercle donné. 


ApvUcaUon«. 1. Uq pinqeclile . lancé dans le vide , y déerirail une para- 
bole à axe vertic.il. Si v esl la vitesse initiale du prnieclile , el x l'angle que sa 
direction fait avec l’horiion , l’équation de la courbe décrite, rapportée à deux 
axes, l’un horizontal et l’autre vertical, pris dans le plan da mouveinent et 
passant par le point de départ, est* : 

y=i tang x— ^ , , [1] 

” ° 2i’’ COS-' O . ^ ' 

ou, enpesant G’=2gb, •• • 


y tang a — -rc — v— ■ 

” ® tbcos’a 

La courbe rencontre l’axe horizontal à une distance de l’origine égale A 


m 


Celte distance est ce que l’on nomme l’an^litude du jet; elle est la pbis grande 
possilile pour a = 4à*. 

L’abscisse du sommet'est la moitié de'cctte amplitude, ou 
x = b sin 2x. 

On en déduit, pour l'ordonnée correspondante, 

y.=ch sin 2x. 


Si l’en vent l’ordoimée dti foyer, il fmit de cette dernière retrancher le quart 
du paramètre. Or, si l’on rapportait la courbe à son srxe e! à son sommet, le 
eoeflicient de x* ne changerait pas, el l’on aurait ; 

* f ' 

ï* 

y=— — ou x'=theos’xu. 

' * AKeoé’x * 


Le quart du paramètre est donc A cos’ a. Par suite, l'ordonnée du foyer esl 
AshPx — fl cos? X ou — Acosîx. !■ 

Remarqces. I. Le lieu du sommet de toutes les paraboles que le projectile 
peut décrire avec une même vitesse initiale « , mais en faisant varier l’angle x 
du lir, s’obtiendra en éliminant x entre les éqiialions 

x = Asin2i et y = hsin’x. 

Or, la seconde peut s’écrire : 

c 2y = A — f»eos2x ou A — 2ÿ = hcos2x. 


* Voir les Notions de mécanique exigées pour l’admission A l’Ëcale polytech- 
nique. 
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an carré ce(te dernière équation, ainsi que la première, et ajoutant mem- 
bre 7 membre, on oMioirt : ' • 

— 2y)” = b’ ou . — 4 hy=«, 

équation d’une ellipse dont le centre est sur l’aae des y à la distance ^ de i’o- 

rigine ; son petit aice, dirigé suivant l’ase des y, a pour valeur b, et son grand 
aae, qui est horizontal, a pour valeur 3b. , • 

II. Le lieu des foyers des mém^ paraboles s’obtient en éliminant a enlrè les 
équations 

Æ = bsin3a et y = — hcosSa, . 
ce qui donne ' a?-fy> = A>, 

équation d'un, cercle décrit de l’origine comme centre avec Je rayon h.' 

2ST. II. Les comètes déer vent des ellipses* très-allongées qui peuvent être as- 
similées à des paraboles |22J), dans la portion de l’orbite visible pour nous. La 
parabole étant une courbe plus simple que l’ellipse, H en résulle plus de com- 
modité pourles calculs. L approximation, obtenue de la sorte, est presque toiv 
Jours sufli>ante. ' ' 

255. III. Les chaînes ou les câbles qui supportent les tiges d’un pont suspendu 
atTecleiil la forme d’une parabole à axe~vertical, lors même que les liges ne sont 
pas éipiiiüslaoles. Élant donnés les deux points d’attache, qui peuvent être si- 
tués a des hauteurs différentes, et la tangente au sommet, laquelle est liorizon- 
tale et se trouve déterminée par la liauleur du tablier du pont, on a les élé> 
menls nécessaires pour tracer la courbe. 

On peut faire usage, pour cela, du théorème du n- 24 i. Soient A et B 
;Hg. 1 1 1) les deux points d’atlache du câble, et X'X la tangenle^au sommel. On 

abaissera des points A et B sur X'X les 
perpendiculaires AC et BD; on cherchera 
leur moyenne géométrique, .que l’on 
portera sur DB, de D en 1; par le point 1 
on mènera une horizontale qui rencon- 
trera en n la droite AB; du point H on 
abaissera sur X’X la perpendiculaire HS; 
le point S ainsi obtenu sera le sommel. 
La droite SH sera l’axe. On aura le para- 
métré par la relation r.S*= 2p, AC.; par suite le foyer, et la directrice. On pourra 
donc tracer la courbe par le procédé indiqué au n“ 231. 

256. IV. On donne aux balanciers des machines à vapeur la forme paraboli- 
que, afin que, conformément à la théorie de la résrstance des matériaux le 
balaucrcr'présente dans chaque section la même résist.oncc. 

Connaissant la demi-longueur OA 
(ûg. 112) et la demi-hauteur du ba- 
lancier, on a à construire la para- 
bole , connaissant son axe OA , son 
sommet A, et un point B. On ob- 
tient le paramètre par la relation 
OB’ = 2p.OA; par suite le foyer, la 




a 



'r . 

■ l i 

K ' 1 






Fig. in. 



Fig. lia. 


directrice. On peut donc tracer la parabole, comme il est dit au n" 206. 


* Peut-être que quelques-unes décrivent des hyperboles; le fait n’a'pu être encore . 
bien constaté. • 
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2ü7. V. La peKpecUve d’un cercle peol être une parabole. Ce cas se présente 
• Dolamment lorsque le cercle, étant situé dans le plan horizontal du terrain, 
coupe la ligne de terre, et que la parallèle menée à cette ligne par lé pied du 
spectateur est tangente à la circonférence. 

Soient A et B (fig. 1 13) les points où cette circonférence rencontre la ligne 
de terre, et soit 1 le milieu de AB. Le diamètre qui passe en I prend, en per- 
spective, la direction JV (le point V étant 
le point de vue). La perspective G de 
l’extrémité de ce diamètre s’obtient par 
les procédés ordinaires. La tangente en 
Ce point reste parallèle à la ligne de 
terre , et par conséquent à la corde AB 
que Cl divise en deux parties égales. La 
ligne Cl est donc un diamètre de la pa- , 
rabole,‘et l’on a è construire la courbe , , 
connaissant un diamètre, son extrémité, 
et un ))oint (A ou B). Le paramètre relatif 
à ce diamètre s’obtiendrait par la relation Âi'= 2p' . CI ; et on pourrait calculer 
on construire les coordonnées correspondantes à autant d’abscisses qu’on te 
voudrait. Mais le plus souvent il suffira de déterminer les tangentes en A et B , 
et de tracer ensuite la courbe avec les trois points A , B, C et les trois tangentes 
en ces points. Or, la tangente en A s’obtiendra en se rappelant que la sous- 
tangente est double de l’abscisse, même lorsque la parabole est rapportée à un 
diamètre quelconque et à la tangente à.l’extrémité de ce diamètre. On prendra 
donc CK=CI, et l’on joindra KA qui sera la tangente eu A; par une raison 
semblable, AB sera la tangente en B. 

288. VI. Beaucoup* de fonctions peuvent élre représentées par l’ordoilnée 
d’une parabole. Nous aurons bientôt l’occasion de 
revenir sur ce sujet. Nous nous contenterons , 
pour le moment, d’en donner un exemple. 

D’après les expériences de M. Defonlaiiie sur un 
bras du Rhin, la vitesse des filets liquides décroît, 
depuis la surface jusqu’au fond , comme les or- 
demnées d’une parabole dont l’équation serait , en 
prenant pour abscisses les profondeurs Comptées A 
partir de la surface, et pour ordonnées les vi- 
tesses comptées dans leur sens horizoutal : 

ÿ = l-,î6«— 0,?5Î*>. 

Cette courbe a la forme indiquée sur la figure IM. 



1 



‘ Fig. 113.- 
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DES COORDONNÉES POLAIRES. 

GHIPITRE IX. 

DES COORDOiVIVÉES POLAIRES. 

§ \ . DÉFINITION DES COORDONNÉES POLAIRES. — TRANSFORMATION DBS 
COORDONNÉES RECTILIGNES EN COORDONNÉES POLAIRES , ET RÉCIPRO- 
QUEMENT. 

Consldérstloiu ■ar la manière de flxer la position d'an 
point sur nn plan. Nous n’avons fait usage jusqu’ici , pour fixer la 
po.siti6n d’un-point dans un plan, que de ses coordonnées rectilignes, 
c’est-à-dire de ses distances à deux axes fixes tracés dans le plan, 
distances estimées perpendiculairement quand les axes sont rèctan-; 
gulaires, ou parallèlement à ces axes quand ils sont obliques. 

On côncojt qu’il puisse exister beaucoup d’autres manières de • 
fixer la position d'un point dans un plan. Cette position serait 
connue, par exemple, si Ton donnait les distances de ce point à 
deux points fixes pris dans le plan, pourvu que l'on sût de quel côté 
il se trouve par rapport à la droite qui joint les point fixes ; car il 
se trouverait à l’intersection de. deux circonférences de cercle dé-» 
critesdes deux points fixes comme centres avec des rayons respec- 
tivement égaux aux deux distances données. 

La position d’un point serait également connue si Ton donnait 
les angles que les droites menées de ce point à deux points fixes 
pris dans le plan font avec la droite qui joint les points fixes; car 
il se trouverait à l’intersection de deux droites faisant avec la ligne 
des points fixes dos angles respectivement égaux aux angles donnés. 

• On ]K)urrait encore déterminer la position d’un point dans un 
plan par ses distances à un point fixe et à une droite fixe ; car il se 
trouverait à l’intersection d’une droite et d’un cercle; et ainsi de 
suite. 

Les diverses manières de fixer la position d’un point dans un 
plan formeraient autant de systèmes de coordonnées , dont chacun 
pourrait avoir son avantage dans certaines questions spéciales. Ainsi, 
dans le premier système considéré, en nommant p ét p' les distances . 
d’un point quelconque aux deux points fixes, les équations très- 
simples 

. p-j-p'=const. ou P — p' = const. , 

représenteraient, la première une ellipse, et la seconde une hyper- 
bole,- ayant les points fixes pour foyers. Dans le second système , 
en nommant <o et w', les angles que les droites menées d’un point 
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quelconque aux ..deux points fixes font avec celle qui joint ces 
points, l’équation 

M-j-«o'=const. 

représenterait une circoBiérence de cercle passant par les points 
fixes. Dans le troisième système, en nommant p et a; les distances 
d’un point quelconque au point fixe et à la droite fixe , et eu dési- 
gnant par m une constante , l’équation 

p = »ta; 

'représenterait une ellipse. Une hyperbçle et une parabole., suivant 
qu’on aurait »n < 1 , »t>l ou »» = 1 (129, 177,250). 

Mais les avantages que peuvent présenter ces divers systèmes de 
coordonnées ne sont point assez généraux pour les faire préférer, 
soit aux coordonnées rectilignes dont nous nous sommes servis jus- 
qu’à présent, soit à celles que nous allons étudier. 

Remaroce. Dans les systèmes de coordonnées que nous venons ' 
de signaler, comme dans le système des coordonnées rectilignes, 
chaque point du plan est donné par Tintersection de deux lieux 
géométriques, déterminés respectivement par chacune d( s coor- 
données, et l’on verra qu’il en est de même pour les coordonnées 
* polaires. Néanmoins il serait inexact de définir, comme on le fait' 
quelquefois, un système de coordonnées, en disant que c’est un 
système de lieux géométriques dont l’intersection détermine la po- 
tion d’un point; On peut se servir, eu effet, de systèmes de coor- 
données qbi échapperaient à cette définition. Ainsi, dans l’étude 
des courbes, on a employé «vec succès pour coordonnées Parc de 
la courbe même, compté à partir d’un point fixe piis sur cette 
courbe, et rinclinaison de la normale à l'aUtrc extrémité de cet 
arc*. On pourrait employer pour cooidonnées Paire de la courbe 
et l’inclinaison de sa tangente, etc. Il vaut donc mieux se borner à 
dire qu’«n système de coordonnées est un système de grandeurs va- 
riables propres à déterminer la position d’un point. 

• 290. CMrdom>ê«a fioiaim. Soit M (fig 1 Id) un point dont on 
vent déterminer la position dans on ]fdafl. Menons daps oe phm une 
. draite fixe OX, et prenons sur cette droite on point fixe O, pms 
joignons OM. La position du point M sera entièrenient crntmie ai 
l'on donne l’angle MOX et la longueur O.M; car pour l’obtenir il 
suffira de faire an point 0 im angle XOM égal é l’angle donné , et- 


* tUmoire sur les des eostrbts pian», fw MJ. Dnbrta-Aynrt « 

Blgeoii; tatO. ' . ‘ 
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de prendre sur la dinec^n ainsi délerniieiée,«tà partir du poiatO, 
une distanee OM «gale à la longueur donnée. 

L’angle MOX et la len- 
gu^r OM forment les coor- 
données petcwnHdu point M ; 
le point O se nomme lejjdte, 
la droite OX l’aare polaire; 
la longueur OM «si le rayon 
vecteur du point M; l’aqgle 
MOX n’a pas reçu de nom 
particulier; pour la commo- 
dité dii langage, nous l’ap- 
pellerons Vangle polaire du 
point M.^ 

On désigne assez habituellement le rayon vecteur par la lettre 43, 
et l’angle polaire par la lettre u. On adopte pour le sens positif Me 
cet angle celui qui est indiqnti par la flèche, c’eSl-à-dire le sens du 
mouwment d’une droite qui, d’abonl couchée sur OX, tournerait 
autour du point O en s’élevant de OX vers OM. On peut faire va- 
rier 01 depuis 0 ju.squ’à une valeur quelconque, pouvant comprendre 
un nombre illimité de circonférences, soit dans Je sens positif, soit 
dansie sens négatif. Quant au rayon vecleür p, on le rcgaide ordi- 
nairement comme une longueur absolue, c’est-à-dire easentiêllè- 
ment positive. Dans certains cas cependant il serait avantageux 
d’adjnettre des rayons vecteurs négatifs; O.M et OM' seraient, par 
exemple, deux rayons vecteurs égaux et de signe (^traire , r^on- 
dant à une même valeur de l’angle poteire ». 


Ftg. 1 15. 


SOI. Équation d’une courbe en coordonnée! polairei. Toute 

équation de la forme /■(?, tt >)=0 ou p=(p(oi) représente en cooi^ 
données polaires une courbe que l’on cooslruira de la manière 
suivante. 

On donnera à <0 des valeurs croissantes, à partir de zéro , et suf- 
fisamment rapprochées , et l’on déduira de l’équation proposée'les 
valeurs cocrespondanles de p. On cooslruira, comme il « élésht au 
11° SCO , les difiereuta points qui ont pour coordonuées poiaireE ies 
valeurs correspuodantes de <0 et de p ainsi obtenues. Si l’oud fait 
varier oi par intervalles suffisamment petits , les points ooastndts 
de la sorte seroat assez rapprochés ; et en les réunissant par lUn 
trait continu, 00 aura la courbe demaudée, avec le degré d’ap- 
proximation 3 |ue comporte le dessin. 

fteiUBQDE. Lorsque la variable o> n’entre dans l’équation que par 
ses lignes trigonométriques , l’unité à laquelle on la rapporte est 
iadifl^Bte ; mais lonqu’elle j entre d’nne autre manière, 00 prend 
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pour unité d’arc celui dont la longueur est égale au rayon , ou , ce 
qui revient au même , on prend pour unité d’angle l’angle au centre 
qui correspond à cet arc. La variable w n’exprime plus alors 
qu’un rapport ; et elle ne figure dans les. formules que comme un 
nombre abstrait. Un angle polaire de 90° est alors représenté par 

un angle de 180° par et ainsi de suite. 

262. D’après la définition même des coordonnées polaires , 
l’équation 

(1) = a , - 

dans laquelle a est un a'ngle donné , représente une droite passant 
par le pôle et faisant avec l’axe polaire l’angle a. Si l’un n’admet que 
des rayons vecteurs positifs , une moitié seulement de la droite est 
représentée par cette équation ; l’aulre serait représentée par. Té- 
quation w = a -|- 1 80°. Si Ton admet des rayons vecteurs négatifs, 
une même équation représentera la droite tout entière. 

Les équations (ü= 0 et u>= 180° représentent Taxe polaire. 

L’équation p=r, 

dans laquelle r est une longueur donnée, représente une circonfé- 
rence de cercle décrite du pôle comme centre , avec la longueur r- 
pour rayon. , - 

L’équation p=0 représente le pôle. 

265.. Chanfrenent d’axe polaire. On a souvent besoin de chan- 
ger d’axe polaire sans clianger de pôle. Soit OX' (fig. 11.5) I& nou- 
vel axe polaire faisant avec l’ancien un angle X'0X=a; et soit w' 
le nouvel angle polaire tlu point M. On aura ’ • 

M0X = M0X'-t-X'0X oh' w = M'-|-a. . 

Jelle est la relation qui servira à opérer le changement d’axe polaire. 

• On reconnaitrait aisément que cette formule est générale. 

264. Paxaer d'on srstème de coordonnée* recfnnçrnlalrea à 
an aritème de coor4oniiéea polaires, et réelproqnement. 

• Soient OX et OY (fig. 115) les axes rectangulaires; MP et OP 
les coordonnées d’un point M rapportées à ceS axes. Si Ton prend 
d’abord pour axe polaire Taxe des x , on aura OM = p et M0X=ci». 
Or, les coordonnées rectangulaires du point M étant les projections 
de OH sur les axes , on aura , quelle que suit la position du point M , 

aî = pcosM et y=psino) [1]. 

Si Ton prend pour axe. polaire une droite quelconque OX' pas- 
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süat par rorigine et faisant avec OX un angle a , il faudra , dans 
ces formules ,, remplacer u par w'-f-a; ce qui donnera 

x = p cos(w'+i) . et y=psin(io'-l-») [2]. 


86d. Pour passer, au contraire, d’un -système de coordonnées 
polaires à un système de coordonnées rectangulaires ayant le pdle 
pour origine, il faudra des formules ci-dessus tirer les valeurs de 
P et de w on de u' en fonction de x et de y. 

On tire des équations [1], en les ajoutant membre à membre 
après les avoir élevées au carré. 


d’où p=A’+y* [3]- 

On obtient ensuite 

cosw = — = _JL= : et' siii(o= — ■■ [4]. 

,P' ^x*-j-y* ' ; + 

On peut aussi diviser les équations [1] membre à membre, ce qui 
donne. ‘ • 

tango» [5]. 

On tirerait de même des équations [2] 
p=v'«*+y’ 

et . 

cos (o>'-f a) = ■ ^ ■ , sin(o)'-f a) = ■ ^ — , tang «) == -• [6] . 

. y'x'-j-y*- ^ 

Stid. Apnllcétlon 'des fomnles qui précèdent. Qonsidérons 
d’abord l’équation .de la ligne droite rapportée à des axes rectangu- 
laires. On a vu, au n° 64, qu’en appelant p la perpendiculaire 
abaissée de l’origine sur la droite , et * l’angle que cette perpendi- 
culaire fait avec l’axe des x, l’équation de la droite peut se mettre 
sous la forme 

• xcosa-j- ysin« = /7. 

Si l’on prend l’axe des x pour pôle , on aura , en faisant usage des 
formules [1] , • . 


d’où 


P cosb) cosa -|- P sinot sina = p ; 
P 


[7]. 


cos(o> — a) 

Si l’on prend pour axe polaire la perpendiculaire alwtissée dé l’ori- 
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gtne sur la droite, il fatidra , dans la Ibnncde ci-dessus , renopiacer 
•> par m'-|- « , ce qui donaera 


formule facile à trouver directement ; car la perpendiculaire p est 
k projection constaule du rayon vecteur. .. 

Î67. L’équation 

'représente, en coordonnées rectangulaires, une hyperbole équilatère rapportée 
- à ses axes. Si i’on prend le centre |>our pôle et Vaxe Iransverse pour axe po- 
.laire, on trouvera, en, faisan L usage des formules [ij. 


p’cos’u — p’sin’eo = o’, d’où f=-- [8]. 

L’équation yx = m?, en coordonnées rectangulaires, représente une hyper- 
bole équilatère ra|>porlée à ses asymptotes; si l’on prend le centre pourpOle 
et l’une des asymptotes pour axe polaire, on trouvera, à l’aide des mêmes 
formules [ij, 

- ■ - ■ . ' . 

pnlnMCOSw = m^, d’où p = ^ -r '{llj. 

' Vsin2cd 

î#8. L’équation i/= , ’ 


en coordonnées rectangulaires, représente une cissoïde [J3], 4ont le cercle 
générateur a pour diamètre a. On trouvera , en faisant usage des équations [t] , 
que la même courbe, en coordonnées polaires, a pour équation 


p=o 


sin* M 

eus U 


[tO]. 


Enfin, l’équation (l’ + V’ + oV— 4aV = o", 


-ai «oordomées rectangulaires, représente une lemaiscate [14]; en coordon- 
nées polaires, la même courbe aura pour équation 

(p’ + o»)“— 4oVcoÿ«o = a‘, ou 'p = ' [11]. 

‘ ycu* ï <u 

On remarquera l’analogie de celle éqiialipn avec celle de l’hyperbole équila- 
tère sous la ferme [9]. * ' 


269. Supposons au contraire qu’on ait l’équation polaire : 

e 


On en lire 


^ a cosu 4- 6 sin b) 
«pooaw-l- bpsia««='e. 




ou, en employant les relations [I],' ' ' 

O* + by "= é , , . ■ 

équation d’une droite. L’équaHon tiS] représente donc une droite. 

I 

. I 

y . I 
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Soit enooM il’éqimiMD polaire ■ . ^ 

p = acosu + bsinai . • ■ [1#]. 

' En la multipllanl par p, nuf à teolr compte tlu factenr üilrothiU, <m trouve - 

. . • p’raapcMu-i- bpiinw, ' 

ou, en se eervant-dea rdatioDg [1] el,[3], ■ . _ 

*•+ y>=-OT + bv, ' • 

• ? ^ 
équation d’une circonrérenee de. cercle passant par l’origine. L’équation 113] 
représente donc un cercle qui passe par le pdle. 

■* * i 

> Rehibooe.' L introduction du facteur p se trouve ainsi jusli&ée-, car al i’oa tient 
compte de l’équation p = 0, correspondante à ce facteur, nn sait qu’elle repré- 
sente le pdle (262) ,'ce qui ne change rien au lieu représenté par l’équation [13]. 

fM. Soit enHn , comme dernier exemple , l’équation polaire ' . 

on en tire, en chassant le dénominateur et multipliant par P, , 

p’ — 2p sinu.p cosu=o.pcos«>.; 

Au moyen'des formules [I] et [3] on la change en . . 7 . . 

• — 2ïy = di, 

qui est celle d’une paràhole. L’équation [H] représente donc une parabole. 
Rexaboce. On peut répéter ici la remarque faite au numéro précédent. 


§ 2. AXES DE SYMÉTB1E , ASYMPTOTES ET TANGENTES OES COLBEBS 
EN C00BD0NNÉB3 J>OLAIBES. . 


271 . .Axes de symétrie. Lorsque l’axe polaire est un axe de 
symétrie de la courbe, à chaque point M (flg. 115) situé au-dessus 
de cet axe correspond un point M" situé au-dessous, à la même 
distance, et sur une même perpendiculaire. Pour ces deux points, 
les longueurs ÜM et OM" sont égales, ainsi que les angles MOX 
et U"ÜX. Mais le premier de ces deux angles étant regardé comme 
positif, le second doit être regardé comnie négatif. Il ‘s'ensuit que 
H l’équation polaire de la coiirbe est satisfaite par un système de 
valeurs p et w, elle le sera également par le système p et -^u. Il 
faut pour cela que l'équatiou reste la même quand 011 y change (o 
en — «. . • ‘ 

C’est "ce qui arrive, par exemple ^ lorsque l’angle polaire n’entre 
dans l’équation que par son cosinus, par sâ\sécai)te ou par des < 
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lignes Irigonométriques affectées d’un exposant pair. Ainsi des équa- 
tions telles que 

/■(p, cos«)=iO, /"(p, sin*(.))=0, Y(p, iang'«)ï=0 
représentent des courbes symétriques par rapport à l’axe polaire. 

r 

£72. Si la courbe a un axe de symétrie passant par le pôle et 
faisant avec l’axe polaire un angle a, il faudra qu’en rapportant la 
courbe à son axe de symétrie , c’est-â-dire en faisant tourner l’axe 
polaire d’un angle a, l’équation à laquelle on parviendra reste la 
même quand on y changera le signe du nouvel angle polaire. Or, 
ponr effectuer le changement d’axe polaire dont il s’agit , il faut 
remplacer w par w' a; et la nouvelle équation polaire devra res- • 
ter la même quand on y cTiangerâ u>' en — <*/. Ceci, revient à dire 
que l’équation primitive doit donner le même résultat, quand on y 
remplacera w par a±<i)’. Les termes susceptibles de changer de 
signe Avec m doivent donc disparaître,. quel que soit o/; et cette 
condition, si elle est rempliCj fera connaître la valeur de a. 

Soit proposée, par exempte , t’équalion . . . ' 

, p=a -H trsInSu. 

En y remplataat U par azbey, elle devient : 

p = a -t-bsinSa. cos3ca'±bcog3a.sin3u'. 

Pour que le terme en sin 3u' disparaisse quel que soit u>', il faut qu’on ait 

cos 3 B = 0 , • • 

• • . 
d’où, eo ne prenant qae les valeurs positives, 

3s = 90» -f n. 180* et o = 30*-|- n.60«, 

n étant un uotnbre entier, ce qui donne les valeurs : 

as=30», s = 90», a=l50», a = 30* -|- 180*, etc., 

qui ne fournissent que trois direcliolis distinctes. On retrouverait encore les 

mêmes directions en prenant pour a 
des valeurs négatives. La courbe a 
donc trois axes de symétrie , faisant 
.avec l’axe polaire des angles de 30 , 
tiO et 130 degrés. 

Cette circonstance abrégerait d'une 
manière notable ta constraeüoa de 
la courbe; car les trois axes de sy> 
metrie faisant entre eux des angles 
égaux, il en résulte que la courbe 
se compose de six parties superpo- 
sables (llg. II6J. El, en général, s’il 
y a n axes de symétrie passant par 
le pèle et faisant des angles successifs 
égaux entre eux , la courbe se com- 
posera de parties superposables en nombre 2 1 ». 
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' RÊifABQDE. Si l’on admettait des rayons vecteurs négatifs, une 
équation polaire représenterait encore une courbe symétrique par 
rapport à l’axe polaire lorsqu’elle demeurerait la même en y chan- 
geant à la fois O) 'en 180“ — m et p en — p. La méthode ci-dessus 
exposée' devrait- alors être modifiée'en conséquence' c’est-à-dire 
que pour obtenir les axes de symétrie passant par le pôle, H faudrait 
remplacer successivement o> par a et par a-)- 180“ — w’, puis 
exprimer que les résultats obtenus sont identiques , quel que soit <•/. 


275. Aiymptotea en eoordoMBée« polaire*. Lorsqu'à une va- 
leur finie de w, par exemple répond une valeur infinie de p, 

11 y a lieu de chercher si la droite passant par le pôle et faisant avec' 
* l'axe polaire l’angle a n’est pas une 

asymptote de la courbe, ou si cette 
dernière n’a pas une asymptote rec- 
tiligne parallèle à celle droite. 

Soit OA (fig. 117) la droite qui fait 
avec l’axe polaire l’angle a ; et soit M 
un point quelconque de la courbe. 
Du point M abaissons sur OA la per- 
pendiculaire MP, et joignons OM , 
nous aurons 



P0M = P0X — MOX = « — 
et, en appelant S la distance MP, 


■ _ S= OM . sin POM = p sin (a — w). . 

Imaginons que dans cette expression' on ait mis pour p sa valeur 
tirée de l’équation de la courbe, et que l’on fasse tendre w vers la 
valeur particulière a. Il pourra se présenter trois cas. Si S tend vers 
zéro, la courbe ira en se rapprochant indéfiniment de OA; cette 
droite sera donc une asymptote de la courbe. Si 5 tend vers une 
valeur finie d, la courbe aura pour asymptote une parallèle à OA, 
distante dèOA d’une longueur égale à d. Si à tend- vers l’infini, la 
courbe n'aura pour asymptote ni OA, ni une parallèle à OA. ■ 

Remarques. 1. Nous avons omis à dessein le cas où S serait indé- 
pendant de b). Si cela arrivait, tous les points du Ijeu représenté par 
l’équation proposée seraient à la même distance de OA; le lieu se- 
rait donc une droite parallèle à OA. Mais l’équation polaire d’une 
droite pouvant toujours être reconnue à sa forme (244), le cas dont 
il s’agit ne doit point se présenter. ' 

IL Dans le cas où S a une limite d, positive ou négative, mais 
différente de zéro, l’équation de l’asymptote est 

psin(« — b))z=i_di . 
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piiiÂ|ue cette équation repréaente le lien des points distant de OA 
d’une longneur égale à d. 

En y fiûsant oj== 0, d’où p=-r^, on obtient le point où elle coupe 

l’axe polaire. L’asynoptate se trouve ainsi complètement déterntiaée. 

Si t’on avait »=0, au lien de faire iû =:& dons l’équation de 
l’asymptote, on ferait (o^POt, et l’on æiratt. ainsi le point où elle 
coupe la perpendicuüdre à l’axe polaire. , - 

‘iÏ 4 . Exewlis. I. CousidéEOBft l’équation ' , - . ^ ' 

p=atang(*. 

Pour u> = 90> elle 'donne p =» • H y a donc llen'dn rechercher si la perpen- 
diculaire menée à l’axe polaire par .Je pâle 
n'esl pas une asymptote de la courbe. On 
trouve 

S =o tang U sin (90*— ùi) = O sin M , 

valeur qui se réduit à a quand on y fait 
o> = 90“. La droite menée par le pôle per- 
pendii'iilairemcnt à l’axe polaire n’esl donc 
pas asymplnle; mais la courbe a une asymp- . 
tote perpendiculaire à l’axe polaire, située à 
la distancé a du pôle (flg. 118). 

Pour w=270*. on a encore {K=* J on trou- 
verait, eu opérant comme ci-dessus, une se- 
conde asymptote parallèle à la première, et 
à la distance a/ de'Kautre côté du pôle. 

Si l’on admet des rayons vecteurs négatifs, 
on trouve deux autres branches ayant les 
mêmes asymptotes ; ee sont celles qui sont ponctuées sur la figurp- 

n. Considérons de même l’éqaatien _ • 

O . . 

■ ■ f = -r=’ ' ■ ■ 

, ' y aiu <!>• . , ' 

qui, pour w =8, donne P On trouvera' • 

, ' a “ 



: sin'u = avsiuu , 


/SIUU 


valeur qui se réduit à zéro pour <0 = 0. L’axe polaire est donc une asymptote 
de la courbe (llg. tiO). ■ . ■ • 



Le radical pouvant être pris ayec deux signes , les rayons vecteurs négatifs 
fournissent une- seconde brandie de courbe, qui est ponctuée sur la ligure. 
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qui. doioa aiiBii p=« pour «*=0. On trouvera 


a 

siu^ 01 ' 


. s. , a 

8= — .sin«= , 

. SUl’o> MUO> 
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valour qui devieQt infinie pour o>=0. L> courbe n’a donc pour asymptote ni 
l’axe polaire ni üne parallèle à cet axe [llg. I2fi). 



275. Il peut arriver que lorsqu’on fait croître u indéfiniment, 
P tende vers une valeur finie «. Le cercle qui a pour équation p = a 
est alors une véritable asymptote de la courbe; et celle-ci s’en ap- 
proche indéfiniment en tournant autour de sa circonférence sans 
pouvoir l’atteindre. 


Telles sont les courbes représentées par l’équation p s= « -f- — , 

W 

qui ont en même temps une 
•• asymptote rectiligne parallèle 

— - — à l’axe polaire, à une distance 

m au-dessus de cet axe. La 

figure 121 représente une 
courbe de ce genre dans la- 
quelle «=10 et »! = ^. La 

partie ponctuée répond aux rayons vecteurs négatifs. 

Si la limite vers laquelle tend le rayon vecteur p à mesure que w 
augmente était nulle, c’est-à-dire si l’on avait a = 0, le cercle 
asymptote se réduirait au pôle, et. ce point serait ce que l’on ap- 
pelle alors un poin/ osympfo/e. ' 

276. Viulsentes en coordonnées polairen. Pour déterminer la * 
tangente à une courbe dont l’équation est' donnée en coordon- 
nées polaires, on cherche l’angle qu’elle fait avec le rayon vecteur 
du point de contact. ■ ' 

Soit M (fig. 122) le point d’une courbe AB, où l’on veut mener 
une tangente à cette courbe; soit >1' un point infiniment voisin. La 
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direction de la tangente MT au point M est la limite vers laquelle 
tend la direction d,e la sécante MM' ou 
MS lorsque le point M' va en se rappro- 
chant du point M ; l’angle ÔMT ou V que 
la tangente fait avec le rayon vecteur OM 
est donc la limite de l’angle OMS ou ü. 

Soient h) et f> lés coordonnées du point 
M, celles du point M' seront i»-^h et 
P -f-JA', h et k désignant les a 'croissements 
algébriques quesubissent les coordonnées 
quand on passe du peint M au point M'; 
» c’est-à dire qu’on a /i = M'OX — MOX 
Fig. m. et A=OM' — OM, 

CeLi posé, on a dans le triangle M'OM. 



* 

« 


OM' 

OM 


si 11 OMM ' 
'sinOM'M 


ou 


‘loù 


et 


p-f A sin(180° — OMS) 


sin U 


P — sin (OMS — MOM') sin (Ü — A) ’ 

A sin C — sin (U — A) 2 sin ^ A cos (ü — ^ A) 

P sin{ü — A) sin (U — A) 

sin (ü — A) 


cos (ü — ^ Aj 


■9 


2 sin ^ A 


= P-.- 


sin 5 A A 


ih 'A' 


Si l’on passe à la limite, le'premier membre se réduit à tang V, 

sin A 

puisque U a pour limite V; le rapport ; se réduit àl, et 
. * • ' 2 ^ 

il reste 


tang V = P . lim . 


[I]. 


. 9 . 


Si l’équation de la courbe est donnée sous la forme p = ^ (u), la 

limite du rapport ^ , ou de l’accroissement de la fonction à l’ac- 

ti'oissement de la variable, n’est autre chose que la dérivée de p par 

A 

rapport à w, c’est-à-dire <f' («■>); la limite de j est donc égale 
a —, — et on a 

jb ( oj) 
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Si l’équation de la courbe est donnée sous la forme /"(f, o>) = 0, 


lin a (105) 

. lim - - - 

/'» (p. “) 



' A 

r f (?>">) ’ 


ut par puitc 

tang V = - 

p/'f (p,"‘) 

f» (p. ") 

[3].. 


277. Exemples. I. Considérons d'abord la courbe ({ui a i>our équaliuu 


p=4 + 7sin.3u, V 

. . . 4+2sin.3ü) 

on trouvera lang v = r — . 

® 6 cos 3 w 

Au point A (flg. 116 ), qui répond à u=0, on a tangV = J; 

Au point Br qui répond à <i> = 3(P, on a tangV= 

Au pointe, qui répond i ur=90*, on a lang V = ».- 

Un voit qu’aux points B et C la tangente est perpendiculaire au rayon vec- 

teur, comme l’indique la figure. '■ 

II. Soit p=olangu (Bg. 118 ); on trouvera tang V=.^siu26>. 

Pour (s=0 on a laDgV = Ô; ainsi la courbe est tangente en O à l’axe ■*' 
polaire. 

^ V 

III. Soit P (Og. 119); on trouvera tang V=— î langw. 

Vsiu b; ' 

Pour U = 90*, on a tang V c: ainsi la tangente au point A est perpendi- 

culaire au rayon vecteur. La courbe ayant d’ailleurs l’axe polaire pour asymp- 
tote, il s'ensuit qu’elle a nécessairement un point d’iuOexion entre u = n 
et ü> = 90*. , . ^ 

’IV. Soil-p = ^j^^ (Ûg. 120); on trouvera tang V = — a tang-i,). 

Pour U) = 90*,' nn a laugV = »*,. ainsi la tangente au poïut A est perpendicu- 
laire. au rayon vecteur. Pour «d = 0, on a d'ailleurs tangV = 0; c’est-à-dire 
que la tangente se conronJ alors avec le rayon vecteur. Il eu résulte que la 
courbe a un point d'inllcxion entre to=0 et ca = B0*. 

‘ V. Soit b = a -t- — ; on trouvera I 

tang V = - -Yo -i- - ) = - “ (oü) -I- m) , 
m\ . ü)/ . m\ / 

L’angle V approche d’autant plus d'étre droit , que <a est plus grand. La valeur 
w = — ”, qui donne p = 0, donne'auss'i tang V=0;. c’est-à-dire qu’au pdle la 
tangente a la direction du rayon vecteur lui-mème. . 

Reuaxoce. Ceci est général : si l’on à p = 0 pour une certaine valeur de m, 
par exemple , pour u = a , la tangente an pôle est précisément la droite repré- 
sentée par l’équation u = a. Car cette droite est la limite vers laquelle tend 
une sécante passant par le pdle, quand ou la fait tourner autour de ce point 
jusqu’à ce que le second point de rencontre vienne se confondre avec le pre- 
mier ; ou , ce qui revient au même , jusqu'à ce que le rayon vecteur de ce 
second point devienne égal à zéro. 

15 
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Ï78. Prenoos encore pour exemple la courbe qui a pour équalion p=<o, et 

, qu’on désigne sous le nom ue spirale 

d’Archimède (flg. 123). On trouve 

lang V = M J 

ainsi la tangente fait avec le rayou 
vecteur des angles d’autant plus voi^ 
sins de 90*, que u est plus grand. La 
courbe rencontre l'axe polaire en des 
points pour lesquels on a successi- 
vement': , 

u = (ü = 2n, 

■ w= 3* î et ainsi de suite. , 

Flg. I«. ' 

Plus généralement, une droite passant par le pôle, et faisant avec l’axe po- 
laire l’angle a, rencontre la courbe en des points qui répondent à 

10 = 01 , b)=a-l-ic, u = a-)-2oc, to = a -f- Sic , et ainsi de suite. 




1- 

1 

^ QjJ 1 

1 — r 


Ces nombres représentent en même temps les valeurs de la tangente trigonomé- 
. trique des angles que les tangentes aux divers points font avec l’axe polaire. 

HENARQL'E. On n'a Iracé sur la ligure que la parlie de la courbe répondant 
aux valeurs positives de p ; si l’on admet des rayons vecteurs négatifs , on aura 
une seconde courbe symétriquement placée par rapport à l'axe polaire. 

2S7. Soit enfin l’équation p=o“, 
qui représente (llg. 124) une courbe 
b laquelle on donne le nom de spi- 
rale logarithmique. 

On trouve •ans>=î^« 

quantilé constante, dans laquelle 
log'o indique le logarithme népé- 
rien de a. La spirale logarithmique 
jouit donc de cette propriété , de 
couper tous ses rayons vecteurs sous un angle constant. 

Lorsque a est égal b la base des logarithmes népériens , l’angle constant V 
est de 45*. ' 



279. Le lecteur pourra s’exercer b construire les courbes dont les équations - 
suivent; et b déterminer leurs axes de symétrie, leurs asymptotes et leurs 
tangentes. 


I. 

• . .. P = 4.— 3 COS i (d. 



11.'. = 

cos 2«> 
" 2 cos ü) 



ni. 

/cos 2 6» 

- ' ^ ** V 7 CO* 


.1 

iv: 

• ’ 

^ m ‘ 

. sin*<i) + î>^ cos’ o> 

• 

% 

V. ; " 

VI. ; 

. , p = a /^sinu-f 

’ Ipçsow’ — bw. .. i 


; 


• , 




1 
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§ 3. ÉQCÀTIONS des trois courbes du seco.nd degré en 
COOHDO.NNÉES POLAIRES. ' . 

2ü0. Eiiipte. Considérons une ellipse (fig. 125) dont AA' est 

le grand axe , et F l’un des 
foyers. Prenons ce foyer pour 
pôle , et la droite FX pour axe 
polaire. Soit M un point quel- 
conque de la courbe, menons 
le rayon vecteur MF et la per- 
pendiculaire MP à l’axe po- 
laire. 

, 

IIP ' 

MF ou p = a • 

r (J 


. / 


'■\ ■ 

• ■ V . 




\ 


C !■ F 


Fig. IM. 

On a vu au n° 128 qu’on a 


D’ailleurs le triangle PMF, rectangle en P, donne 

PF ou c — a;== MFcosMFP= — pcosw. 

En éliminant x entre ces deux relations on aura une équation entre 
(O et P qui sera l’équation de l’ellipse. On trouve 

_ a«4-c* _ y- . 

^ 0-|-CCOSti> a-t-CCOg<i)‘ 

Divisant les deux termes par a et po^t pour abréger 


il vient 


6*. c 

-=p et 

p=_,-£ 

1 -f- e cos <0 


W; • 


équation dans laquelle il faut se rappeler que e est plus petit que 1 . 
C’est l’équation polaire de l’ellipse. 


281. L’angle polaire u n’entrant dans l'équation que par son co- 
sinus, le lieu qu’elle représente est symétrique par rapport à l’axe 
polaire (271). II suffit donc de construire la portion situé» au-des- 
sus de cet axe. 

Le rayon vecteur p ne peut devenir infini pour aucune, valeur de . 
‘ U ; car pour que le dénominateur 1 -|- ecosco devint nul, U faudrait 

qu’on eût cosm= — ce qui est impossiblé puisque e est moindre 

que 1. La courbe n’a donc pas de branches infinies. 


< 
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(â — f ’ 


! — c ; Ce qui esl en 


Püurc.> = 0 , on a û=— ^ J— 

l-\- e o+c 

effet la valeur de FA.. 

' . Lorsqu'on fait croUre <a de zéro à 90°, cosu dicniune, par suite 

. _ jf . 

P augmente. Pour io.= 90“ pn a p = p = —, pe qui est en effet la 

valeur de l’ordonnée du foyer. ' 

Si l’on fait croître w de 90* à 180°, cosu devient négatif et aug- 
mente en valeur absolue ; par suite 1 -f-ecosu diminue, et p conti- 
nue à augmenter. 


Pour « = 180^, ona p: 
bien la valeur de FA'. 


p «* — c* 

1 — e a — c 


=a -\-c; ce qui est 


^ ,982. En faisant disparaître le dénominateur de l’équation [1], et^ 
faisant passer tous les termes dans un membre, on la met sous la 
forme : ^ ^ -v 

' ‘p-fpecos(d— p = o. 

La dérivée par rapport à p est 1 -j-ecosu; ia dérivée par rap- 
port à (d est — asino)*, on a donc, en appliquant la formule [3] du 
n°276, . . •' 

- • . ■ ' . l-f-acoso) 

tangV = -^2-; 

. esinto 

Celte valeur devient inffnie pour <.j=0ct pour (o= 180°; ainsi en A 
. et en A' la tangénte est perpendiculaire au rayon vecteur, c’est-à- 
dire à l’axe polaire. 

La tangente est au contraire parallèle à l’axe polaire au point 
'pour lequel on a 

* . tangV = — tang*), ' . 

puisque les angles u et V sont alors supplémentaires. Cette condition 
revient à ' . 

1 e cos(d sin h • 


esinto 


COSto 


qui SC réduit à costo-}-e=0r d’où cosoj ;= — e — — -. 


Par suite p = 


41 OÛ,^ 

■■ ^ t = — i=«- point dont il s’agit est 

,• »• 1 ft .C 

donc le sommet B du petit axe (128). 

983. On peut rapporter la courbe à un axe polaire FX' qui fasse 
avec FX et eu dessous un angle a; dans ce cas if faut dans l’cqua- 
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lion [1] changev w en u — ce qui donne . - 

■ .. ^ 'i 

.p = ~^ P 

l+CCOS(w — a)‘ 

C est SOUS celle forme que l’équation de l’orbite des planètes est le 
plus souvent employée dans rastrononiie. 

204. Hyperbole. Considérons une hyperbole (fig. 12G) dont 

l’axe Iransverse est AA' et dont 
un foyer est F. Prenons ce 
point pour pôle et l’axe FX 
pour axe polaire. Soit M un 
point quelconque de la branche 
de gauche ; joignons MF et 
abaissons .MP perpendiculaire 
sur FX. 

D’après ce qu’on a vu au 
n° 176, on peut poser 



^ MF ou .p=££. 

Fig. 11(1. ' . . « 

en appelant a? la distance absolue CP.' . * 

Mais le triangle PMF donne 

PF ou X — c = MFcosMFP=: — pcosùi. 

Ëlitninant x entre ces deux relations, on obtient 


-a, 


> ►v.-'V 
- * 

c* — «’ è* , 

P ï= ■ ■ — î • 

fl -j- c cos 0 » fl -)- C COS (.1 


si l’on pose comme plus haut 



> - 




è* . c 
~-p et 


' ^ a- ’ , J 

on obtient, en divisant les deux termes par fli* - 

P 


1 + ecos w 


[>]. 


C’est l’équation polaire de la branche d’hyperliole considérée. Elle 
ne^ diffère de celle trouvée plus haut pour l’ellipse qu’en ce que 
c étant ici plus grand que fl, le rapport e est plus grand que 1. 

En opérant de même pour un point M' situé sur l’autre branche. 


A 
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et appelant x la distance FP' du foyer F au pied P' de l’ordonnée 
M'P’,. on trouvera successivement 

ex , 

: . P = T+" . 

et ’ c-j-a;=pcoscü; . 

d’où, en éliminant x, ■ . • 




ecoswi 


ou 


m; 


ecosü ) — 1 

c’est l’équation polaire de la branche de droite. 

28tt. Examinons d’abord l’équation [1]. La variable o)n’y entrant 
que par son cosinus, la courbe est symétrique par rapport à l’axe 
polaire. 

Le rayon vecteur devient infini quand on a 1 -|-ccosüi = 0, 

d’où coSü> = — i, ce qui est possible, puisqu’ici e est plus grand 

que 1 . Soit « la valeur de « qui satisfait à cette condition , et soit 
en conséquence . ' 

a . h . ' b 

co8a = , dou sm« = -, et tanga = . 

c c ® . a 

Cherchons si la courbe a une asymptote rectiligne parallèle à la 
droite FZ qui fait avec FX l’angle «. Pour cela, appHquons la 
méthode exposée au n° S75, nous aurons 


S = P sin (a — tu) : 


psin (« — tu) 

1 -f- «COSiu ‘ 

1 


En mettant pour r sa valeur — multipliant les deux 

termes du second membre par cos a , il vient 

.. P cos a sin (g — m ) pcosa.2sin|(« — tu) cos ^(« — tu) 

cos« — costu . 2 sin 5 (oi — a) sin ^ (tu -j- a) 

' . ■ P cos a cos A (a — bt) 

OU ■ . S = —^ . , , - V ' — ■ 

smi(a-j-w) . ' 

si l’on fait U = a , on obtient donc 

pcosa 


lim 5 = d : 


sin a 
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DBS COOKDOroÉES POLAIRES, 
oü en mettant pour p, cos « et sin « leurs valeurs , 

La courbe a donc une asymptote parallèle à FZ à la distance b de 
cette droite. L’équation de cette asymptote est {275) ' ’ 

• . P shi — (.)) = ô. - • 

En faisant u = O dans cette équation, on obtient 

I * . 

P = -4- — : — -4- C • 

^ ' sm a ' ’ 

i 

pour la distance du pôle F au point où l’asymptote coupe l’axe po- •, 
lairc, ce qui devait étro puisqu’on sait que cette asymptote passe 
par le centre, lequel est à une distance c du foyer. 

Quant à rincBnaison de l’asymptote sur l’axe polaire, ou sur l’axe 
transverse de l’hyperbole, elle est conforme à ce qu’on a vu au ‘ 
n“ 196, puisqu’on a 

tanca= — -. 

a ■ 

Si l’on fait varier w de 0 à a, le rayon vecteur p croit de c — a 
jusqu’à l’infini ; et , en ayant égard à la symétrie de la courbe par 
rapport à l’axe polaire on obtient toute la branche de gauche. 

286. Si l’on fait varier w de a à 180*, coSm toujours négatif, de- 
vient plus grand en valeur absolue que 1 -j-e cosu, et par 

conséquent p, deviennent négatifs. Il faut donc recourir à l’équa- 
tion [2]; car, d’après la manière dont l’équation [1] a été obtenue, > 
on n’est pas en droit, a priori du moins, d’admettre les valeurs 
négatives qu’elle fournit. 

L’équation [2] représente, comme l’équation [1] , une courbe 
symétrique par rapport à l’axe polaire. Elle donne 'p = <» pour 

cos U = -; soit a' la valeur correspondante de w, en sorte qu’on ait 

f Oi ' '/ b , b 

. cos O = - , d OU sm a = - et tang a = 

c ’ c ■ " « 

On trouvera 

p sin (a' — (■)) 

. ■ ■ • . e costo— 1 ’ ■ ■ 

et en opérant comme ci-dessus 

lim S = d — b. 

La branche de droite a donc une asymptote qui fait avec l’a 
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polaire Tangle a' et à la dislance b du foyer F. L’équalion de 
asymptote est - 

» P sin (a'“ oj) = ô, 

équation qui, pour «> = 0 donne P = -r^=c. ^ 

Cette asymptote passe donc également par le point C , centre de 
la courbe, et son inclinaison est d’ailleurs conforme à ce qu’on sait 
de ihyperbole, puisqu’on a ■ ' . 

tang = + 

■Pour (O = 0, l’équation [2] donne p = ^ — = c+a, ce 

qui est bien la distance FÂ'. ^ 

, Quand on fait croître «> de 0 jusqu’à a', on obtient pour p des va- 
leurs positives croissantes, car cosm diminue; et, en ayant égard à 
la symétrie de lacourbe, on obtient toute la branche de droite. 

Si l’on donne à u des valeurs plus grandes que a', cos u conti- 
nuant à diminuer, e cos o) — 1 et par suite p deviennent négatifs. 

On n’est point en droit d’admettre, a priori, ces valeurs négatives 
du rayon vecteur. - ' 

Mais il est très-remarquable que si on les admet, une seule des 
deux équations £t] on [2] donne tonte la courbe. En effet : pour 
plus de clarté accentuons u et p dans la seconde, et écrivon^: , 


[ 1 ] 



P 

1 -(-ecosw 


avec p' 


P 

e cos w' — 1 


[ 2 ]. 


, Si l’on établit la relation «» — m'= 180*, d’où cosu)’ = — cosw, 
on trouve p' = — p. G’est-à-dire que si l’on considère les deux di- 
rections opposées sur une droke passant par le foyer, et que l’on 
attribue l’une d’elles au rayon vecteur donné par l’équation [l] et 
l’autre au rayon vecteur donné par l’équation [2], on trouvera tou - 
jours pour ces deux rayons vecteurs des valeurs égales et de signe 
contraire. . ' - 

En admettant donc pour p des valeurs négatives, une seule équa- 
tion donnera les deux branches de courbe , puisque les valeurs né- 
gatives fournies par l’une de ces équations correspondent aux mêmes 
points que les valeurs positives fournies par l’autre. 


287. L’inclinaison de la tangente sûr le rayon vecteur est déter- 
minée par l’équation 

. \r 1 -f- C cos O) 

lang V = — '■ — ^ , 

. esm<o 

comme dans le cas de l'ellipse. ... . . 
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Pour (.) — 0 et pour w= 180" on a tang V = oo ; ainsi çùx extré- 
mités rte l’axe transverse la tangente est perpendiculaire au rayon 
Vecteur, c!esUà-dire à l’axe transverse lui-même. 

’A mesuré que « augmente , cosw diminue, sinu augmente, et 
par oetle double raison tang Y diminue. 

Pour w == « on a tang V =0 ; la tangente est alors dirigée suivant 
le rayon, vecteur. • • 

t 288. Parabolp. Considérons une parabole (fig. 127) dont l’axe 

est AX et le foyer F. Prenons ce 
foyer et cet axe pour pèle et pour 
axé polaire. ^ 

Soit M un point quelconque de lâ ^ - 
courbe; joignons MF, et abaissons 
MP perpendiculaire sur XX'. 

On a vu au n" 230 qu’on à • 

MF ou , ; 



Fig. UT. 

en appelant x la distance AP. le triangle MPF donne d’ailleurs 


PF ou a; — HFP= — pcosw. 


Éliminant x entre ces deux relations, on obtient 



• P 

1 -j- cos W 


[ 0 , 


c’est l’équation polaire de lâ parabole. Elle ne diffère de celles de 
l’ellipse et de l'hyperbole qu’en ce que e est égal à Funité. 


280. Cette équation représente une courbe symétrique par rap- 
port à l’axe polaire, puisque u n’y entre que par son cosinus. 

Le rayon vecteur devient indni pour 180". Mais on a alors 


-"s = P sin (1 80*’ — ^ <>>) 


^ . psinw 
~ 1 -|-COSu>’ 


et cette quantité devient infinie pour 180". La courbe n’a donc 
point d’asymptote rectiligne. • ^ 

Pour w = 0 on a P 3= ce qui est en effet la distance FA. Si l’on 
lait croître w de 0 à 180", le rayon vecteur croît de | à l’infini ; et en 
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ayant égard à la symétrie par rapport à Taxe polaire on obtient la 
courbe tout entière. ‘ ‘ . 

290. OntrouvetangV=î-i^2iiî=cotA<o. • 

sin to. * 

• . Cette relation démontre une propriété connue de la parabole. Car 
si l’on nomme <o' l’angle MFP supplément de «, on a «>t A i>)= tan«r 4 w’ 
Par suite V = ^u>' ou TMF = ^MFP (MT étant la tangente au 
point H). 

On a vu en effet (257) que la tangente à la parabole fait des an- 
gles égaux avec Taxe et avec le rayon vecteur; le triangle MFT 
étant donc isoscèle, on a MFP = 2FMT. 

Pour (ü = 0, on trouve tang V = » ; ainsi la tangente au sommet 
est perpendiculaire au rayon vecteur, c’est-à-dire perpendiculaire 

& 1 ftX0* 

A mesure que oi augmente, cot | diminue; il en est donc de 
mêine de tang V; et pour w = 180», c’est-à-dire pour un point si- 
tué à 1 infini sur la courbe , on a cot | u = o d’où V =0, c’est-à- 
dire qu’en ce point la tangente est dirigée suivant le rayon’ vecteur 
leqiiel se confond lui-même avec l’axe. 


§ 4. EXERCICES ET APPLICATIONS. 

umforme de ntaHm autour de son centre O, et dans te sens indiqué par la 
fleclse. Vn point matériel tombe librement, «uivanl le 
diamètre vertical AB de ce disque, en y laissanl une 
trace colorée. On demande la courbe fbrmée par cette 
trace. 

La courbe demandée est la. même que si- le mobile 
parcourait le diamètre AB d’un mouvement uniformé- 
ment accéléré, pendant que ce diamètre tournerait 
lui-méme d’un mouvement uniforme autour du point 
O et dans un sens opposé a celui qu’indique la flèche. 

Soit A'B' la position de AB an bout du temps ( , et 
soit M la position que le point mobile occuperait au 
bout du même temps sur le diamètre AB, s’il éUit 
resté vertical ; la position que ce point occupera réet- 
lement en ayant égard au mouvement de AB, sera en 
M' à une distance OM' du centre égale à OM, 

Désignons OM' par p , et l’angle AO A' par u. 

Le mouvement du point matériel sur AB étant celui d’un corps qui tombe 
librement dans lé vide , on a (voir les notions de mécanique) 

AM ou r~f = lgp ■ • 

en appelant r le rayon du disque. ' . 

Le mouvement de AB étant uniforme , on a en même temps 

,. <i)=od ' 

a étant l’angle décrit par OA dans l’unité de temps. 



Fig. 128. 
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Si l’on élimine t enire ces deux relations, ôn aura l’équaUon du «eu , 

par la relation .(277, Rem.) 

par points. 

m. p«.w»>u P» 

centres O et C (dg. 129), dans le sens indi- 
qué par les flèches. On demande la courTie 
que tracerait sur le plus grand un pinceau 
porté par la circonférence du plus petit, 
perpendiculairement aux plaiw des disques. 
(On suppose, pour plus de simplicité ^ que 
la petite circonférence passe par le centre 
de la plus grande.) 

Soit M la position du pinceau auMul du 
temps t ; soit A'» la position qu’a prise au 
bout du même temps le diamètre AH 
d’abord tangent en O à la petite circonfe-. 
rence. Les disques étant animés de mouve- 
ments uniformes, on aura 

OCM=«t et AOA'=pi, 

a et P désignant les angles décrits par un rayon de chaque disque dans l’unité 

de temps. • ’ ' , i.,nirip MOA’ que fait le rayon vecteur OM , 

»»«««' “ “■ 

soit r le rayon du petit cercle. 

Le triangle Isoscèle OCM donne - 

OM^ 2 rsiniOCM ou P = 

De plus , on a 

o,=MOA + AOA'= ,^OCM-|- AOA' = i, «1 + pC 

Éliminant t entre ces deux relations, on ob- 
tient l’équation du lieu , 

*“ [I]. 




L P^rsinj^p 

Si, par exemple, les deux disques ont 
vitesses égales, on aura p = a; et l’équation 
du lieu deviendra ^ 

A Fig..s«. ■ P=2rsini«, 

la:courbe décrite dans ce cas a la forme représentée par la flgure m. 
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nEMARODK I. Si ces disqucs lournsieiU dans Te même sens, il raudrail changer 
le signe de a ou de'^, ce qui donnerait dans les deux cas - . ° 


P = 2rsin 


« — 2? 


[ 2 ], 


H. Si le grand disque était immobile, on aurait p = o, et il resterait ' 

. ' P=:2r8inw, 

qui est Inéquation polaire de la petite circonférence (Î47). 

Î9Ï. P*OBLÈ«B lit. Sur une parabole fixe dont l’axe est AX (tig, 131), roule 
sans glissement une parabole égale dont l’axe 
est A'X', On suppose qu’à l’origine du mouie- 
/ ment tes sommets A et A' étaient en conlacl;on 
demande le lieu du sommet mobile A'. 

Soit H le point de contact des deux, para- 
boles b un insiant quelconque; elles auront en 
ce point une tangente commune MT, laquellè 
sera perpendiculaire sur le milieu I de la 
droite AA' qui joint le sommet flxe au sommet 
mobilè; car cette tangente commune séra Taxe 
de symétrie du système formé, à Tinstant con- 
sidéré , par les deux paraboles. 

Désignons AA’ par p, et Tangle A' AT par u, 
les coordonnées polaires du point I seront 
}p et ü). 

Par rapport à Taxe AX et à la perpendicu- 
laire AY, Téquation de la tangente MT est de 
la forme (23S): 



ÿ = *ii 4- 


2in ’ 


et Téquation de la perpendiculaire AA' è cette tangente est alors ‘ ' ' 

m . 

On peut, dans ces équations, regarder a: et y comme représentant les coordon.. 
nées rectangulaires du point I commun aux deux droites. Entre ces coordonnées 
et les coordonnées polaires du même point , on a les relations 

®=}pcos(180‘--io)^— JpcoSM et ÿ = }psin(180»— u) = jpslnM, 
à Taide desquelles les équations cl-dessus deviennent 

• ' *» ' 

' ' p8inw=:— tnpco8»+ — . 


psin w= — pcostD* d*où 
Tn éliminaal m on oMient l'équalion du lieu 


psino.=_p22î!!?+L5!îîJ 


OU 


€08 6 > 


P— P: 


r'-l: 

c’est irn^e cissoïdê (13, 2*8) qui a pour asj mptote une perpendiculaire à Taxe de 
la parabole bxe « menée à la distance p de son sommet. 
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294. Pnouikst IV. Troüxer le lieu décrit par le centre d'une ellipre c/iii se 

meut en restant tangente d tme droite fixe, 
en un même point de celte droite. 

SoUTX la langenle fixe (lig. 132) el O le 
point où a lieu le coDlacI. Üii centre C- de 
l’ellipse mobile , abaissons sur OX la per- 
pendiculaire CP, et joignons CU. 

Désignons la distance OC par f et l'angle 
COX par U. 

Soient 2 et y les coordonnées du point U 
par rapf)ort aux axes de l’ellipse mobile , 
Pic. isr on aura 



* 

*' 4- - 1 

- 0’. b’ ~ 


[I] 

cl 

d'où l'on tire facilement 

x’-l-ÿ’=ÔC* = p* 




ft*— bi «3 a’ — 

•S 


.. Û’ 

pi ? — “ ■ 

e' b> “ c’ 



Maiulcuaul, l’angle COP ou to est la somme des angles OCT el OTCj et l’on a 


lang OCT — 'i et lang OTC= , 
. * ® c’y 


b’j) 


par consé<iuent 


d’où’' 


y + 

, a'‘n 

1316"= ^ = 

* a’ 


C‘-X\j 


xy=- 


a'Iê cot M 


. j’ y’ n’I- rol-M 

pi — . w ^2 

o> > • c* 


llcmplaçant - el p par leurs valeurs, on obtient enfin 
{ p’ — y ) Cd’ — f’) = o’b’ col »w 
ou • - p‘— (o’-(-!P)p’-|-a’l)’coséc’«=0 


[ij 


c’est l’équation polaire du lieu. 

Ce lieu est symétrique par rapport à l’axe polaire , car l’équalion ne change 
pas quand on y remplace u par — u; il est également symétrique par rap- 
port à une perpendiculaire b l’axe polaire menée par le p4le, car l'équa- 
tion donne le même ré.sullat quand on remplace <o par90*-f-«' ou par tu*— <d'. 

Si l’on Tait croître oi à partir de zéro , on trouve que p a des valeurs imagi- 
naires jusqn’b ce qu’on ait 

(o’ + W*=4a’b''cosét’a) ou sin « = • 

Or, si l’on appelle « l'angle dont la langenle est-, on'irouve • ■ , 

. * • . û JS 1 * * 

Rintt=r - el rnsot= " d OU Slll2a=:- 




’ v^o« -I- IP' 


"a’ -I- b»' 


Les valeurszlc p restent donc imaginaires tant qu’on a *> <2x; el elles le 
redeviennent dès qu’on a câi > 180*— 2*. 


* 


s/ 

. Digitized by Google 


•238 IIÉOMÉTRIE ANALYTIQDE A DEUX DliipSlONS. 

Pour'o>=2a, les deux valeurs positives de p sont égales, et l'on trouve 



‘=V— 




Si l’on conlinue à faire croître m, les valeurs 
positives de P se séparent; et pour , 

ou obtient p=ra et p=^b. 

On peut s’assurer nue pour m—2h on a 
tangV=0, et pour ta=90", UngV = =o. 

La courbe a donc la forme indiquée sur la 
ligure 133. La partie située au-dessous de l’axe 
polaire répond au cas où l’ellipse serait elle- 
même placée au-dessous de cet axe. 


Fig. ISS. 


295. Problème V. Trouver dans un plan le 
lieu des points qui reçoivent de deux foyers lumineux d’égale intensité situés 
dans ce plan , la même quantité totale de lumière que si les deux foyers étaient 
réunis au milieu de la droite qui les joint. 

Prenons pour axe polaire la droite FF' 
N / (fig. 134), qui joint les deux foyers lumineux, 

y _ et pour pôle le milieu O de cette droite. Soit 
\ M •' M un point du lieu; joignons MF, MO, MF*. 

Posons OF = a, MO=p, MOF=w, MF=i: et 
MF'=;C.'. Désignons enfin par X la quantité de 
lumière que recevrait de l’un des foyers un 
point qui en serait éloigné de l’unité de lon- 
gneur. 

La quantité de lumière reçue variant en rai- 
son inverse du carré de la distance au foyer 
lumineux, les quantités de lumière reçues 

par le point M desdeux foyers seront ^ et 
Celle qu’il recevrait des mêmes foyers s'ils 
étaient réunis en O sera On devra avoir par conséquent 



X X _ 2 X 

Çj + çn pi 


OU p>(P-(-i:'>) = 2î?C 


Hais les triangles MOF et MOF' donnent 

— 2apcosü) et -|-o’-|- 2,ap cos M , , 

substituant ces valeurs dans la relation précédente , on obtient : 

2 pMp’ + o’)=2[(p’+o’)>-^4oVcos’üi] ■ 

ou , en réduisant' p*(4cos’»— i)=o’, 

c'est l’çquation polaire du lieu cherché. 

On reconnaîtra facilement que ce lieu est une hyperbole dont F et F* sont les 
foyers , et dont les asymptotes font avec l’axe transverse des angles de 60*. 

296. Le lecteur pourra s’exercer sur les questions qui suivent. 

1. Résoudre le problème du n° 261 , en supposant que le plateau soit animé 
d’un mottuement de rotation uniformément varié. 
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II. Résoudre le problème du n° 292, en supposant que i'un des deux plateaux . 
ait un mouvement uniformément varié. 

III. Trouver le'lieu décrit par î’ur» des foyers d'une hyperbole qui roule sans 
glûsement sur une hyperbole égale. On suppose qu’à l'origine du mouvement les 
deux sommets correspondants étaient en contact. 

IV. Trouver le lieu décrit par le foyer d'une parabole qui se meut en restant 
tangente d une mime droite, en un même point de cette droite. 

V. Trouver dans un plan le lieu des points qui reçoivent de deux foyers lumi- 
neux quelconques situés dans ce plan des quantités de lumière proportionnelles 

à des nombres donnés. 

297. ApyllMktlona. I. Les excentriques dont on fait usage dans les ma- 
chines pour produire des mouvements alternatifs plus ou moins compliqués 
ollirent une appliegtion inléressante de l’emploi des coordonnées polaires. 

Supposons , par exemple , 
qu’une pièce mobile PP (flg. 135) 
soit assujettie à se mouvoir de 
manière que le point A parcoure 
la droite \D , et qu’il s’agisse de 
la lui faire parcourir dans un 
temps T d-’après une loi expri- 
mée par. l’équation 

[î] : 

4 dans laquelle e désigne la distance du mobile au point A au bout du temps i. 
On choisira sur le prolongement de BA , et à une distance arbitraire a , un 
point O. Prenant alors ce point pour pdle, et la droite OB pour axe polaire, on 
construira la courbe qui a pour équalion polaire 

P=o4-f(î<ü)' [21 

Soit AMB cette courbe, depuis u = o jusqu’à u=n. II est clair qu’en plaçant 
au point O perpendiculairement au plan de la figure , un axe autour duquel on 
fera tourner uniformément un corps affectant la forme de la courbe AMB, de 
façon que la demi-révolution s’exécute dans le temps T, la pièce PP sera pous- 
sée de A vers B par le corps tournant suivant la loi demandée. 

Ein effet, le mouvement de rotation étant uniforme, sUest le temps qu’un 
rayon vecteur emploie à décrire l’angle u, on aura 

— =,-r doù —a—t. 

ni n 



De plus, quand le point M, qui a pour coordonnées u et p sera venu se placer 
sur AB, le mobile se sera avancé d’une quantité e 

\ 

égale à OM— OA, ou b p — o, c’est-à-dire a n - w j ou 

'a f[t)‘, on aura donc e=f{t], ce qu’il s’agissait d’ob- 
tenir. 

Le retour du mobile de B vers A s’exécute ensuite 
d’après des conditions dont le détail ne saurait trou- 
ver place ici. 

Rekarqces. L’excentrique, dit en coeur (fig. 136), 
Fig. ISS. , est un excenlrique de ce genre, dans lequel la courbe 
polaire est une spirale d’Archimède i II est par conséquent destiné à produire 
un mouvement uniforme. 



• a» 
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Lorsqu’il duil y avoir des lem ps d’arrêt dans le mouvement , on les obtient au 
moyen de courbes discontinues dans les<|ueltes 
les mouvements sont produits par des -arcs de 
courbes analogues aux spirales,- et les temps 
d’arrêt par des arcs de cercle décrits du pèle 
comme centre. La flg. J37 montre un exemple 
d’un pareil excentrique produisant dans une demi- 
révohiliou deux mouvements et deux temps 
d’arrêt. 

208. II. L’emploi des coordonnées polaires se prête, comme celui des coor- 
données rectangulaires, à la représentation graphique des fonctions; et l’on 
doit donner la préférence aux premières toutes les fois que la fonction ne ren- 
ferme que les lignes trigonométriques de la variable. 

Ainsi ou a vu (2S9) que les équations 



P = 


acostd -f- bsinu 


et P =a cosu 4- bsinci) 


représentent la première une -droite et la seconde uif cercle, tandis qu’en coor- 
données rectangulaires , les équations 


y= 


acosx-f bsinz 


•/ 



et y = acos* + l)slna! . , 

€ 

représenteraient des courbes beaucoup 
moins simples. -4 

299. III. Soit O . (flg 138) le point de 
suspension d’un pendule simple qui, 
placé d’abord dans la position OA, sans 
vitesse initiàte, est venu , au bout d’un 
certain temps, prendre la position OH.' 
Soient Al et MH les perpendiculaires 
abaissées des points A et H sur la ver- 
ticale PB. Désignons l’angle AOB para, - 
et MOB par u. On démontre que la , 
vitesse V du po'uit M est exprimée par 
la relation 


V=v/2ff IM 


ou V= v^2s(OU — OI) = V28a [cosM — cosa) 

dans laquelle g représente le nombre 9", 81 et a la longueur OA du pendule. 

En prenant pour rayon vecteur Y, et pour angle polaire , on obtient unè 
courbe Omb qui exprinie la loi indiquée par celte équation. Si Ob représente la 
vitesse du mobile au point A , Om est sa vitesse au point H. 

500. IV. Soit O (fig. 139) ta projection de l’axe horizontal d’une roue qui 
tourne d’un mouvement périodique , dans le sens de la flèche , sous l'action de 
deux forces constantes, l’une K appliquée au bouton M d’une manivelle O.M 
montée sur l’axe O perpendiculairement à sa direction , l’autre P appliquée taiH 
gcntiellement à une roue de rayon Ull montée sur ce même axe. Supposons la 
manivelle à double effet , c’est-à-dire que la force mouvante F, après avoir agi 
de haut en bas pendant le premier demi-tour, agisse de bas en haut pendant le 
second , en conservant son intensité. Ce cas se réalise fréquemment dans les 
, machines. Soit Y, la vitesse que possédait le boulon de manivelle en passant au 
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poiDl A , et Y celle qu'il possède en arrivant en H ; désignons l'angle AOM par 3 < 

el par c une constante qui dépend de 
diverses circonstances que nous ne 
pouvons faire connaître ici. Ou démon- 
tre que la vitesse Y est donnée par la- 
relation 



V= y/v,’-)-c^i— cosw — 

Si l’on prend V pour rayod vecteur, 
et b> pour angle polaire, on pourra 
construire la courbe représentée par 
cette équation; elle exprimera la loi 
suivant laquelle varie la vitesse Y en 
fonction de l’angle' uilécril par la ma- 
nivelle , à partir de la direction verti- 
cale OA. On peut choisir l’unité de lon- 
gueur, de manière que V, soit représenté par le rayon OA lui-mème ; la courbe 
alTeele alors la forme et la position indiquées en AmCm'B. . . sur la figure. La 
partie ponctuée se rappprte au second demi-tour. Le rayon vecteur minimum 
et le rayon vecteur maximum répondent aux direclioiis Om et Om' de la ma- 
nivelle , qui font avec OA et OB des angles de 39*,3î',4. 

On peut, par l’emploi d’un volant, diminuer la constante e; la vitesse 
approche alors de plus en plus d’être constante et égale è Y,. 

Kemàbqde. L’emploi des coordonnées polaires offre dé grandes ressources 
dans toutes les questions qui se rapportent aux mouvements de rotation. 


Ftg. ISB. 


CHAPITRE X. 

EXEMPLES DE DISCVSSIOIV DE COUBBES. 

g I. COURBES RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES RECTILIGNES. 

501 . Préeeptcf irfBêr«ax. Nous nous proposoDS de consacrer 
ce chapitre À l'examen de quelques courbes, choisies de manière à 
familiariser le lecteur avec les méthodes générales exposées dans 
les chapitres précédents. 

Jusqu’à présent nous n’avons discuté les courbes ( à l’exception 
dè celles du seconfl degré) que partiellement et pour montrer l’ap- 
plication de telle ou telle théorie. Ici au contraire nous étudierons 
d’une manière complète les propriétés diverses d’une même 
courbe. - 

On ne peut donner, pour ia discussion d’une courbe , que quel- 
, - • 16 
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qiies préceptes généraux, nécessairement assez vagues, et que le 
lecteur devra modifier suivant l’occasion. Voici toutefois comment 
on procédera le plus ordinairement. , , 

' On devra tirer de l’équation de la courbe tout ce qu’elle donne 
à première vue, sans calcul, comme la asymétrie par rapport à un 
axe, ou l’existence d’un centre situé à l’origine. 

Si l’équation peut être résolue par rapporté l’une des variables, y 
par exemple , il y aura avantage à effectuer cette résolution. On 
trouvera pour y plusieurs valeurs : y', y",... que l’on discutera sé- 
parément. ' ' , . 

“ D’autres fois, il vaudra mieux considérer simultanément les va- 
leurs de y qui correspondent, à la même valeur de a?. - ' 

Dans tous les cas ou examinera si la courbe est limitée dans tous 
les sens, ou si elle a des branches infinies et combien. Cette der- 
nière détermination devra être suivie de la recherche des asymp-* 
totes. ■ L ' •' 

Le coefficient angulaire de la tangente fera connaître le sens do 

la concavité, les points d’inflexion , les points multiples , etc! 

■ • • • .,1 - 

502.^ Courbe algébriaue. Discuter la courbe représentée par 
l'éfuation ■ - - . 

• y‘ — iz(xz—i)y* — (a;‘4-5a^) = 0. 

Axe de symétrie. Cette équation ne renfermant que des puis- 
sances paires de y , la courbe est symétrique par rapport à l’axe 
des X. Elle passe par l’origine, puisqu’on a y = 0 pour a; = 0. 


‘ Aspect général do lieu. Quand on donne à x des valeurs posi- 
tives, le terme — 5a^) est négatif. L’équation [1], si l’on y 

' Considère y* comme l’inconnue , a donc alors ses racines réelles et 
de signes contraires. La valeur négative de y* étant rejetée , on voit 
qu’il y a, à droite de l’axe des y, dêux branches symétriques par 
rapport à l’axe des a;, et qui s’étendent à l’infini. 


Si on suppose xdO, æ* -(- sera négatif entre a: = 0 et 
«= — 5, et x(x — I) sera positif. On aura donc, dans ces limites, 
St y* est réel , quatre valeurs de y pour chaque valeur de x. Or, en 
résolvant l’équation [1] par rapport à y* on trouve 


y* = x{x — \)±.x\/2(x-^\)(x-{-\) [i}. 

i.' . . ■ _ » 

Les deux valeurs de y’ sont réelles et positives povi x compris 
entre 0 et — j ; égales pour x = — J ; imaginaires pour x com- 
pris entre — ^ et — 1; de nouveau égales pour x = — 1; puis 
réelles et positives bnXte — 1 et — 5. 



EXEMPLES DU DISCUSSION DE COI.KliES. 243 

Par conséquent, deux arcs de coui-be parlant du point 0 
(fig. 14o>, viennent se joindre en B, point qui a pour coordon- 
nas x = — y = ^y/ 3 , et forpient une figure ayant la fomie 
dune feuille. Môme, figure au-dessous de l’axe des x, 

11 n’y a aucun point de la courbe entre la droite qui a pour équa- 
tion ar = — I et celle qui a pour équation a* = . — l . -, 

La courbe recommence au point D, qui a pour coordonnées 
a; = — 1 , y = point partent deux arcs, dont l’un "s’élève ' 

au-dessus de l’axe des a; , ét ' 
l’autre vient rencontrer cet 
axe au point E , qui a pour ' 
abscisse x== — 5. 

Lorsque x prend des va- 
leurs comprises entre — r5 et 
, — 00 , les deux valeurs de y* 
sont réelles et de signes con- 
traires. La valeur de y, qui 
s’artnulle pour a; = — 5, de- * 
vient imaginaire. L’autre va- 
leur. de y qui est égale à 
VfiO augmente. Donc, la 
branche DE se termine en 
E , où elle se raccorde avec 
la branche symétrique D'E. 

La branche DF, au contraire, 
'Fig. 140. ' traverse la perpendiculaire 

élevée àl’axe desx par le point E.et s’étend indéfiniment à gauche. 

L’aspect général du lieu , ressortant d’une manière claire de 
cette première discussion, examinons d’un peu plus près sa forme. 

TiNGBNTE. Le coefficient angulaire de la tangente est > 



„ _ 2y*(2a; — 1) -f 4 æ^ -j- 15a;* 
“ 4y[y* — x{x—lj] 


il devient infini pour y=0 et x = — 5; pour x = — ’ , y = a^/ 3; ' 
pour X = — 1 , y — v^2. Donc la tangente aux points B , D et E est 
perpendiculaire à l’axe des a;. ' » 

Point multiple. Au point 0 , K prend la forme g. Cette indéter- 
mination apparente s’évanouit en substituant à ÿ sa valeur tirée de 
l’équation [1] : mais il vaut mieux chercher directement la'limite 
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de — pour x = 0. Or, l’équation [2], divisée par a;’, donne 

S='-î*v/K^+ï)(‘.+è)- 

Si on prend le radical avec le signe , et qu’on attribue à x dés 
valeurs négatives tendant vers O, ce, qui revient à considérer un 
point situé sur l’are BHÔ, on trouve _ 

lim ^ = 4- 00 , d’où liai ^ = a>. . 

x‘ ' ’ . X , ■ 

bonc les arcs BO et B'O sont tangents à l’axe des y au point 0. 

Si , prenant Je radical avec le signe , on fait varier a; de — i 
à 0; ou en le prenant avec le signe — , de -f-e à 0, on trouve 

00 — 00 pour limite de Mais on peut écrire 


- a;-t- 1 J (•î' + î ' 

x(x — 1 ) rp x\”i{x -j- I)(a? -f* 5' * 


d’où, en réduisant, 




— X — 5 


a— l+v/2(x +!)(*+ i) 

En prenant le radical avec le signe — , 'ce qui revient à considérer 
un point situé sur l’arc LOB' , on trouve 

lim^ = |, d’où lini- = ±i/|. 

X* 2 X V 2 

Donc la branche LOB' coupe l’axe des x sous un angle, dont la 

tangente est y/|- 

Asymptotes. Pour avoir les asymptotes de la courbe, appliquons 
la méthode générale. Appelons c le coefficient angulaire de l’asymp- 
lote , et d son ordonnée à l’origine. La quantité c est donnée par 
l’équation 

, c* — 2c>— 1=0, 

d’ob-'.-^i . c*=l±v/2. 

Rejetant le signe — , qui donne ftne valeur imaginaire pourc, nous ■ 
aurons ' ♦ 

c = ± \/ l”-l- \fï. • . 

, 2c* — 5 


On obtient ensuUe 


4c(c’- 1)’ 


V 
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• • 

Eq faisant le calcul on trouve deu^ asymptotes inclinées d’en- 
viron 6TM et 112“ ;w' sur l’axe des x, et rencontrant toutes les 
deux cet axe à une distance de l’origine égale à — 0,012.... Elles 
ne sont pas repiésent^ps sur la figure. 

•'Construction par points. La complication de l’équation s’oppo- 
sant à la recherche directe des maximum et minimum^ points d' in- 
flexion, etc. , nous allons chercher à déiluire ces diverses particu- 
larités , d’une discussion purement numérique. On trouve d’abord 

pour a;=l, y =1,6, 

= 2, y = 3,l, 

= 3, y = 4,7, 

= 4, y = 6,2. • • • 

Les valeurs de y forment à très-peu près une progression arithmé- 
tique, d’où je conclus que la branche OL diffère très-peu d’une 
droite> Ces ordonnées étant moindres que celles de la tangente 
menée en O , on voit que cette branche tourne sa concavité vers 
l’axe des x. On trouve ensuite 


pour x — — 0,1, 

y, = 0,43, 

y. = 0,25i 


= -0,2„ 

==0,61, 

= 0,32, 

- 

= -0,3, 

-0,T4, 

= 0,48, 

« 

= -0,4,. 

^0,84, 

= 0,45, 

* 

» 

= -0,5, 

= 0,86, 

= 0,86. ' 



On déduit de ce tableau que l’arc OB diffère très-peu d'une droite. 
Les ordonnées de l’arc OHB vont d’abord en croissant assez ra- 
pidement, elles atteignent leur maximum entre x= — 0,4 at 
x = — 0,5. 

Si on fait varier a; de — là — 5 , on a 


pour ar = — 1, 

y, = 1,414, 

y, = .1,414, 

* =-1.1, 

= 1,630, 

= 0,960, 

=*—1,2, 

= 1,809, 

= 1,416, 

= —1,3, 

= 1,973, 

= 1,445, 

= -1.4, 

= 2,132,' 

= 1,473, 

. • ■ =-l,.5. 

= 2,291, 

= 1,500, 

= -1.6, 

= 2,449, • 

= 1,523, 

=.-1,7, 

= 2,606, 

1,545, 

= = 1,8, 

= 2,TC3, ‘ 

= 1,563, 

= -1,9, 

s = 2,917, 

= 1,884, 

• =»= — 2, 

= 3,076, 

= 1,592, 

- •• =-3, 

=4,635, 

= 1,884, 

= - 4 , 

= 6,191, 

= 1,293, 

' =-3, 

, =7,745, 

. = 0. 


.<*• 


» - ■' 
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Dans celle partie du plan l’ordonnée y, de 1^ branche DF, va con- 
slanimenl en croissant, et ses accroissements sont à peu près pro-, 
portionnels à ceux de l’abscisse. Cet arc ditlcre dçinc très-peu d’une 
droite, excepté dans le voisinage du point D.^ * 

L’ordonnée y, de l’arc DE , décroît d’abord très-rapidement à 
partir de — 1,1. Elle atteint son minimum entre x=> — 1,1 
et x = — -1,2. Elle croit assez lentement, et atteint son maximum' 
■ entre a? = — 2 eta; = — 3. ’ • ' 


305. Courbe (rauHcendante. Discuter la courbe donnée par 
l’équation 

y= 


2 -' 


Centre. L’équation reste la même lorsqu’on changera; en — x 
et y en —y. Donc l’origine est un centre. Ce centre appartient à la 
courbe puisqu’on a y = 0 pour = 0.' ■ 

. Aspect général. A toute valeur de x correspond une valeui^ de y, 

d’autant plus grande que x est plus 
grand en valeur absolue. La courbe 
se compose donc de deux rameaux 
infinis, situés dans l’angle TOX et 
dans son opposé par le sommet. Il 
suffit d’ailleurs de construire l’un 



d’eux. 


, Sens de la conxavité. Désignons y 
par ç(a;). On a 


a*_l_ 9-* 

<p'(o;) = f-:^log2, 




2 ' — 2 - 


(log2)*, , 


les logarithmes étant pris dans le sys- 
, ,• Fig. Ml ' ■ lème népérien. 

'• étimt positive, excepté pour £r = 0, le rameau ÔL tourne 
sa Concavité vers les y positifs. C’est le contraire pour le rameau 
opposé. 


Asymptotes ; points d’inflexion. a'(x) varie d’une manière cop- 
Hiniie de 0 à w. Donc il n’existe aiicune asymptote. 

f’^(x) étant nul pour j’= 0, et changeant de signa quand'a; passe 
du positif au négatif, on en conclut que l’origine est un'pôint d’inr * 
flexion,. C’est d’ailleurs une conséquence immédiate de ce que 
l’origine est un centre situé sur la courbe. 
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TANGE^TX. Le coefficient angulaire de la tangente est ' . . . 

4- 5"^ " * ’ ‘ 

= Iog2, 

à l’origine , il est égal au logarithme népérien de 2 , et il croit très- 
rapidement avec X. ‘ ‘ 

Construction de points. On trouve qu’aux valeurs de » 

O, 0,5, 1, 2, 2,5, 3,^ 4, 

correspondent les valeurs de y ^ , 

0 , 0,35 , 0,75, 1,21, 1,87, 3,93 , 7,97. 

L’ordonnée Croit très-rapidement. Le terme 2~’’ tendant vers 0, on 
voit que la courbe proposée et la courbe ayant pour équation 
y = 4 2* sont asymptotes l’une de l’autre. . , * 

Exercices. Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples suivants : . ^ ■ ' 



(y* ^‘)[( 

|-iy-x*J-t-Ky-fo)=o. •; 

' » =ïi’ 


|--i)+a^]+Ky4-a)=o, 

jr>— 1 

y ’ 

tfz=i— — y* — 16y’-}-25a:* — a;’ = 0', * 

OC ^ , 

. x’ — X 

y = ±\/a;±yi — x, 

m m 

— c ‘ 

• xy' — 2*y-j-4y -l-a:;’ = 0. 

sin-î 

y = e 


Sf a oc V 

asin’it ^ simr I -|- a'sinit - sin 2ît ^ = 0 , 


§ 2. COURBRS RAPPORTÉES A DES COORDONNÉES POLAIRES. . ' - . 

304. Soit l’équation p = — ^ . 

^ ^ COS*(0 ... - ^ 

Axes de symétrie. En appliquant la méthode du n° 9S0, on 
trouve que l’axe polaire et la perpendiculaire à cet axe menée par 
le pôle sont deux axes de symétrie de la courbe. D’ailleurs, p re- 
prenant les mêmes valeurs< quand on tait vaPjer <» au delà dé 2n, 
il en résulle que la courbe se compose de quatre branches iden- 
tiques, situées dans les quatre angles formés par ses axes de sy- 
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inélrte. Il suffit par conséquent de construire l’une des quatre 

“JT ' 

branches en faisant varier w de 0 à 


Aspict se la couRSB.'Pour «> = 0, on a p = 1. Donc la courbe 

passe par le point A (fig. 142 ), tel que 
0 \ = 1. Lorsque <o croit, cosu dinii 
nue , et par suite, p augmente. Pour 

« = 5, P = «- 

Soit M un point de la courbe. On a 


\" 

y 

-Vt*- 

' . 1 

i 

1. î 

V- * 

’/ 

\ 


. t 

l 



^ J 

r 

- V 

Q' 

T 

A ï' 

• •/ 

. 7 

% 



\ 


ON=- 


COSb) 


d’où OM ou P = ON . 


1 


COS u> 


Fig. 142. 


p^ est donc plus grand que ON ; donc 
la branche de courbe située dans 
l’angle LOX a ses points au delà de la perpendiculaire AD à l’axe 
polaire. 

La couibe passe par les points 


P = 3’ “ = P = 


= 2; “ = 3. e = <- 


Asymptotes, p devenant infini pour i» = â> cherchobs si la courbe 

* A • ■ ♦ 

a des asymptotes perpendiculaires à l’axe polaire. 


• On a 


sin(| — ui) 

MP — P sin(^ — w) = ■ ^ 

\2 / COS'oj 


Or, on trouve MP = <» pour <0 = 5. Donc la courbe n’a pas 

d’asymptotes perpendiculaire à l’axe polaire , et par suite elle n’en 
a aucune. 


Tangente. On trouve 


tengV ; 


2 tàng 10 


y désignant l’angle .de la tangente à la courbe et du rayon vecteur.. 
Pour <0 = 0, tàngY = os. Donc’, au point A, la tangente à la 
courbe est perpendiculaire à l’axe polaire. . . 


•> . 
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w croissant, tangV diminue, et pour o)=-, tangV = 0. Donc la 

■ tangente tend à devenir de nouveau perpendiculaire à l’axe polaire, 
et par suite , la branche de courbe que nous considérons offre un 
point d’inflexion. 

Point d’inflexion. Soit M le point d’inflexion dont nous venons 
de reconnaître l’existence. Pour déterminer ses coordonnées , fob- 
serve que l’angle a , que la tangente à la courbe fait avec l’axe 
polaire , atteint un minimum lorsque le point de contact est le 
point M. Cherchons donc la valeur de w qui rend a minimum. 
On a * 

tango) tang V 
1 — tangoîTangV’ 

et , à cause de tang V = ^ ^ 


«=0) + V, 


d’où tang « : 

il vient 


‘ 2 tang ô) ’ 
tang a = 2 tang t» -f 


tango) 

Les deux parties dont se compose tanga ayant un produit conslant, 
leur somme, d’après un théorème connu, sera minimum lors- 
qu’on aura * . 


2tango) = ' 


tango)’ 

On trouve w = 26“ 33' 30" et p = 


d’où tango) 




Exercices. Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples donnés 
page 220, et sur les suivants : 


f= 


1 


I — î cos6«)’ 


P = 


1 — ^cos|to)’ ‘ 1 — tangw 
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CHAPITRE XI. 

DE L’INTERSECTION DES COURBES PLANES, 

ET DE L’INTERPOLATION. 

. § 4 . IKTWSECTION DES CODBBES PLANES. 

« 

30S. ‘La recherche des points communs à deux courbes dont on 
a les équations revient à la recherche des solutions communes à ces. 
deux équations; car le^ coordonnées des points communs doivent 
satisfaire à la fois aux équations des deux courbes. Le problème de 
l’intersection des courbes se ramène donc à un problème d’élimi" 
nation ; et réciproquement le problème algébrique de l’élimination 
peut être remplacé par le problème graphique de l’intersection de 
deux courbes. La question n’a pas moins d’intérêt sous ce second 
point de vue que sous le premier. 

300. ÊqaatlOB {fèBérale des coarltea 49 ! pasaot pmr 1 m polata 
d’intersection de denx courbes dont on donne les éqnntlons. 

Remarquons d’abord que si les équations des deux courbes sont 

■ W f{x,y) = 0 et y) = 0' ■ [2], 

l’équation /‘(a:,y) + »t<p (aî,y) = 0 ' [3], 

dans laquelle m est une indétenninée positive ou négative, repré- 
sentera une courbe passant par les points communs aux deux pre- 
mières, et n’ayant avec les deux premières d’autres points communs 
. que ceux-là. Car tout système de valeurs de x et de y qui satisfait 
eux équations [1] et [2] satisfera à l’équation [3], puisqu’il annulera 
les deux parties dont se compose le premier membre de cette équa- . 
tion; et tout système de valeurs qui satisfera, par exemple, aux 
équations [1] et [3], satisfera à l’équation [2], puisquè de 

f=0 et = 0 

résulte «if = 0ouip = 0. ^ 

Cette observation permet souvent de substituer à l’une des deux 
courbes proposées une courbe plus facile à construire. Et l’on peut 
remarquer que le procédé algébrique de l’élimination consiste lui- 
même en une série d’opérations de ce genre. 
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507. Soient proposées, par exemple, les deux équations du se- , 
cond degré 

A'y* -f- Ba;y -|- Ca:* -f Dy '4- Ex -f- F = 0 ) 

Ay-t-B'xy-f-C'x*-f iyy4-E'®+F'=0 ) 

on en tire : 

(A— »iA')y*-f (B— mB')xy+(C— jnC')x*+(D— mlr;y I 

-1-(E— »nE')a;-f-F— mF' = 0 . } loJ- 

* a 

II sera quelquefois possible de choisir m de manière que cett» 
dernière équation représente un cercle. Pour cela il faut, si les axes 
sont r€x;tangulaires, que l'on ait en même temps : > 

4 . ■' N . • 

B — »«B' = 0 et A — mk' = C — »iC'. 

g 

On tire de la première relation w = , 

» ' “ , 
et, en substituant dans la seconde, on obtient pour équation de * 
condition ' “ . 

' BA' „ BC' B B' ' V.T, • 

A— ^ = C-^ ou [6]. 

Or, si l’on se reporte è la réduction de l’équation du second de- , - 
gré par la transformation des coordonnées (00), on remarque qu’en . . 
appelant a et a’ les angles que l’un des axes de la première courbe 
et l’un des axes de la seconde font avec l’axe des x, la relation [6] 
revient è # 

~^tang2« = — ta'ng 2or', ouA tang 2a' = tang 2«, 

d’où les valeurs ; - ' 

, f I ^ I I / I Stt 

“ » — *I2’ “ — 

et ainsi de suite ; lesquelles montrent que les axes des deux courbes 
doivent être parallèles ou perpendiculaires. Telle est la condition 
géométrique pour que les points communs aux deux courbes soient 
sur une même circonférence de cercle. 

508. On peut toujours choisir tn de manière que l’équation [5] 
représente deux droites. En effet , en résolvant cette équation par 
rapport à y,* et en exprimant (82) que le trinôme placé sous le 
radical est un carré parfait, on arrive à une équation en m du 
troisième degré, laquelle a toujours une racine réelle. En prenant 
pour tn, la valeur de celte racjne réelle , l'équation [5] représentera 
deux droites; et, par suite, la recherche des points communs aux 
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courbes [4] est ramenée à. trouver l’intersection de l'une de ces 
courbes avec chacune des 'deux droites. 

309. Iiiteraeetton des courbes. 1* Cus oh les equutions peu- 
vent être résolues psr rapport à la même variable, Toutes les 
fois que les deux équations peuvent être résolues par rapporté une 
même variable, et c’est ce qui arrive en particulier pour les équa- 
tions du second degré , on peut , avec le secours préalable d’uoc 
construction graphique, obtenir les coordonnées des points com- 
muns avec tel degré d’approximation qu’on le désire, sans être 
obligé de résoudre une équation finale de degré supérieur. 

Imaginons que l’on construise avec soin sur une même feuille 
les courbes représentées par les deux équations, que nous suppo- 
sons numériques et mises sous la forme 

y = f[x) et yz=f(x). 

On pourra mesurer sur l’épure les coordonnéés des points com- 
muns. Soit Xi la valeur ainsi obtenue pour l’abscisse de l'uit de ces . 
points ; ce sera une valeur approchée de l’abscisse véritable du point 
d’intersection que l’on considère. A cette abscisse correspondront 
les deux ordonnées f {x,} et ç (Xt) qui ne seront pas éxactement 
égales. Mais les deux points qui ont pour coordonnées d’une part Xi 
et /‘(xi), de l’autre x, et (xi) seront assez voisins du point d’in- 
tersection pour que, dans l’intervalle, il soit permis de substituer 
approximativement à chaque courbe sa tangente. 

Les deux tangentes considérées auront pour équations (iOS), 

y — f(Xt) c= f (X,) (X — X,), . - ïf 

ot y— ÿ(x,)=?'(x,) (x — Xi). * 

Connaissant Xi on calculera aisément f (xO et y' (xi); on a déjà /'(Xi) 
et f (X|); on pourra donc déterminer l’abscisse du point d'intersec- 
tion des deux tangentes au moyën des deux équations ci-dessus qui 
sont du premier degré, 

Soit x, la valeur de x ainsi obtenue ; si l’épure a été faite avec 
soin, c’est-à-dire si Xi est une valeur suffisamment approchée de 
l'abscisse du point d’intersection, x, sera une seconde valeur plus 
approchée. On le reconnaîtra d’ailleurs en remplaçant x par xt dans 
, les fonctions /" et 9 ; les ordonnées /^(Xj) et <p (x,) des deux courbes, 
différeront moins que les ordonnées /'(xi) et ^ (xi)., ^ 

Pour obtenir un nouveau degré d’approximation, on substituera 
aux deux courbes leurs tangentes aux points qui ont pour coordon^ 
Inées, d’une part Xt ét /(Xi), de l’autre x, ef 9 (x,); c’est-à-dire qu^ 
l’on se servira des équations \ 

y — /•(X,) = /’(X,) 

y— 


_(x — x^, 

(x -- x,v^ 



• J:.'.-, 


. * 
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qui donneront pour x une valeur x, p]us approchée que ce 
qu’on reconnaîtra en constatant que les ordonnées f{Xi) et ? (x,) 
diffèrent moins que /"(x,) et (x,). 

En continuant ainsi, on arrivera à tel degré d’exactitude que l’on 
voudra. . 


Remarque. Le degré d’approximation des valeurs Xi et y, mesu- 
rées sur l’épure, n’étant pas exactement connu, on ne peut dcterr 
miner à l’avance l’approximation sur laquelle on peut compter dans 
le calcul de x». Ce qu’il y a de plus simple à faire est de s’imposer 
à l’avance la limite de l’erreur que l’on veut commettre, par exem« 
pie un millième, ce qui sera en général plus que suffisant dans les 
applications; de calculer en conséquence x„ et par suite /'(x,) et 
<p(xi), avec trois ou quatre décimales; de même pour x,, f.(x,), 

<f (xj) et ainsi de suite ; puis d’arrêter le calcul lorsqu’on trouvera 
pour ftx) et ® (x) deux valeurs ayant trois décimales communes. 

Pour s’assurer que x a été obtenu lui-même avec l’approximation 
désirée, on pourra employer le caractère suivant. Soit x„ la valeur 
trouvée ; on calculera les quantités 

• ' . /-(x. — 0,001) — ?.(x, — 0,001), 

et . • /•(x.-|-0,00f) — o(x„-j-0,001)/ 

Ces deux différences devront être de signe contraire ; car cèfle des 
deux courbes qui était au-dessus de l’autre avant l’intersection passe^ 
au-dessous, après l’intersection. (Nous excluons le cas où il y au- 
taîl contact.) 

Au reste, dans l’application, la vérification dont il s’agit sera ra- 
rement utile, et l’on pourra en général s’en dispenser. 



318. Comme application de celle méthode, proposons-nous de trouver les 

' points d'intersection des deux cour- 
bes représentées par les équations : 

' ÿ’ — îary -f-**— 2y — 2ï 1 = 0 

ou' y=i -I- I dtay'ji, . ■ 

et yî-t-2jy + ii!' — 8y — 9*-(-IB=0 , 

ou yz=-^x + h±\/i. I 

En construisant avec soin, sur pa- 
pier quadrille si l’ou veut, et à une 
échelle suttisante , les deux para- . 
holesque ces équations représentent, . 
(mreconnatt (llg. I43) qu’elles se cou- 
penl en quatre points, dont les ab- 
scisses, mesurées sur l’épure sont approxlmaliveraent s 


ï = 0,45, *=1, i = 2,‘15, 


ir ^ 


«' 
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I. Occupons-nous d’abord du premier. L'inspection de la figure montre qu’il 
appartient aux branches de paraboles représentées par 

ÿ = * -1- 1 -I- 2 \/ï et v = — 14 - 4 — • 

on a donc ici , » • • 

/■(*)=* -I- 2 et 9(*)=— »-f 4— v/ï 

d’où’ /’(*)= et 9 '(ir)= — I 1— . 

yjx iy/i . ■ • 

Pour æ= 0,45 on trouve d’abord ’ \ . 

/■(0,4S) = 2,7916 et ç (0,45) = 2,8792. ^ - - 

La différence entre ces ordonnées étant notable r il faut recourir aux tangentes. 
Or,. on trouve ' ^ ‘ ■ 

/■' (0,45) = 2,4534 et <p'(0, 46) = — 1,7453; 

les équations des tangentes sont donc 

ÿ — 2,7916= 2,4534 (a— 0,45) OU ÿ — 2,4534 * = 1,6876 

• et V — 2,8792 = — 1,7453 (* — 0,45) OU y + 1,7453* = 3,6646 , 

on en tire * = 0,4708. Substituant cette valeur dans les fonctions f et <p on 
trouve ' f 

f(0,im)=2,m0 et Ç (0,4708) =2,8431. 

Ces vaUurspeuvent être considérées comme suffisamment approchées. 

Rebarque. Si l’on applique le caractère indiqué au n* 319, on trouvera : ^ ' 

7(0,4707)— ç (0,4707) =—0,0006 - 

et- ^(0,4709) — ç(O,47O9)=-f'0,O0O4, 

ces différences étant de signe contraire , * est çompris entre 0,4707 et 0,4109. 

La valeur 0,4708 est donc approchée à moins d’une unité du quatrième ordre 
décimal. - •• 

II. Le second point d'intersection appartient aux branches représentées par 

y=i-}- 1-1-2 \/* et y=— *-1-4-1- \/i. 

Pour •=! ces deux équations ifimnent toutes les deux y = 4, ces valeurs 
sont donc rigoureuses. 

ni. Le troisième point d’intersection appartientaux branches représentées par 

• . V 

■ y=x+l—2\/x et ÿ= — *4-4 — V*-* 

. Pour *=2,25 ces deux équations donnent l’une et l’autre y=0,25; ces va- 
leurs sont donc exactes. 

■ . . IV, Le quatrième point d’intersection appartient aux branches représentées 
par , 

. . ’i y=*-t-l— 2vï et y=— * + 4— V* 

• • c’esH-dire qulci on a . • ■ 

/'(»)-=:*4- 1 — 2v^ et - f(*) = — *4-4 -1-V» 

et ?'(*)=— 14 — Î-. 

*V* 


d’où 


r(x)=w^ 
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Pour «=4,T& on trouve • • 

/'(4.75)=0,391î et ç(4,7S) = 1,4294. ' 

Ce& deux valeurs étant différentes, il faut employer les tangentes. Or on a 
r (4,75) = 0,6412 et y(4,75)=— 0,7705. 

Les équations des tangentes seront donc ' t ' ' * ' 

ÿ— 1,3912= 0,5412(1—4,75) OU ÿ— 0,5412. *=—1,1795 

• t 

et V — 1,4294=— 0,7705 (*—4,75) OU y +0,7705.»= 5,0888. 

On en tire 2=4,7790, et l’on trouve 

/■(4, 7790) = 1,4068 et ç (4,7790)= 1,4071. 

On peut adopter * = 4,770 et y = 1 ,407 comme des valeurs sulSsammenl ap-, 
procbées. 

311. Comme second exemple , nous prendrons les deux équations transcen- 
dantes 

- y = sio ■ et y = «■*. . . • 

( Pour l’tiomogéaéité de ces formules il faut regarder y et x comme les rap- 
ports de l’ordonnée et de l’abscisse à l’unité de longueur. Dans la première,. 
* représente ainsi l’arc dont le rapport au rayon est exprimé par le nombre » ; 
dans la seconde , e représente la base des logarithmes népériens , ou 
2,718281838. 

Cela posé, on trouvera que les courbes représentées par cet deux équations 
ont la forme indiquée par la figure 144. Elles se coupent b droite de l’axe des y 
en des points de plus en plus rapprochés de l’axe des*. 



L’abscisse du premier point commun, mesurée sur l’épure, est * = 0,55. , 
On trouve tin 0,55 = tin 3t*,30',7'^ 0,5237 ' - • . . ^ • 

et e-*’“= 0,5769. 

Ces ordonnées différant d’une manière notable , il faut recourir aux tangentes. 

Or, si Ton pose f(*)=sln» et” ? (*} = «-*,' 

on trouve , f';(»).=cee» et ?'(*)=—«-' ... 

onauradonc ; ^ (»)=cos31*,30', 7 =0,8626 . 

et ç'(»)=+ra*=— 0,5789,' 
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Les équations des deux tangentes seront donc ' 

y— «,5J27 = 0,8525 (ac — 0,55) ou y — 0,85î5.i=0,0538 
et y — 0,5769=— 0,5769 ( 1 — 0,55) ou y + 0,5769. i = 0,8942 , 
on en tire i = 0,587 

on trouve alors f (x) = sin 0,587 = sin 33'37',9 = 0,5638 

et ^ ?(i) = <r«."*' =0,5560. 

Ces valeurs n’approcliant pas encore assez l'une de l’autre, on einpioira de 
nouvelles tangentes. On a 

Z' (x) = cos asw.o = 0,8320 
et ç'(i) =—r*."^=— 0,5560. 

Les équations des nouvelles tangentes seront donc 

y — 0,5538= 0,8326 (1 — 0,587) OU y — 0,8326. x = 0,0651 

y — O,556O = -O,55G0(i— 0,587) ou y +0,5560. x=0,8824 
on éii lire x = 0,5885, et l’on trouve ensuite • 

/■(i) = sin0,5885 = Sin33M3',3 = 0,555l..... . . . 

ç(x) = e-*-'»' = 0,555t 

La différence des ordonnées ne se manifestant qu’au delt de la quatrième 
décimale , les valeurs x= 0,5885 et y = 0,555r peuvent être regardées comme 
sufHsamment approchées. ' ‘ 

On obtiendrait de la même manière les autres points d’intersection. ‘ ■ 

512. ü** Cas où les équations des deux eonrbes ne peuvent 
pas Être résolues par rapport à la même variable. C’est pourplus 
(le symétrie que nous avons supposé les deux équations résolues 
par rapport à une même variable. La méthode précédente serait . 
encore applicable dans le cas où elles seraient résolues par rapport 
à une variable différente. Supposons,^ par exemple, que l’on ait 

y = f(x) et x=z<f(y), 

et soient yi et Xi les valeurs approximatives, mesurées sur l’épure, 
des coordonnées de l’un des points communs aux deux courbes. 

Eh considérant d’abord la première, on trouvera qu’à l’abscisse x, 
correspond une ordonnée f (x,) un peu différente de y, ; et la tan- 
gente au point dont x, et f (Xt) sontl^ coordonnées aura pour équa- 
tion 

l '• ■ 

En considérant la seconde courbe, on trouvera qu’à l’ordonnée y, 
correspond une-absciase ? (y,) un peu différente de Xi; et la tan- 
genle au point dont y, et œ (y,) sont les coordonnées aura j)our 
é(|uation • 

vÿj.'’ (y — yt) ■ 
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• On cherchera les valeurs de ir et de y qui satisfont k ces deux 
équiitions du premier degré ; soient j-j et f/, les valeurs obtenues. 

On comparera y, avec et j-, avec o (//)); si les différences sont 
suffisamment petites on pourra regarder ar, et y, comme des valeurs 
suffisamment approchées; dans le cas contraire, on répétera pour 
X, et y, le calcul que l’on a fait pour Xi et yi\ et l’on obtiendia de 
nouvelles valeurs plus approchées Tj et yj. Et ainsi de suite. 

315. 3’ Équation* non résoluble*. Examinons maintenant le 
cas où les équations proposées ne peuvent être résolues , ni par 
rapport à a; ni par rapport à y; et supposons d’abord qu’elles soient 
algébriques. Ordonnons-lcs toutes les deux par rapport ù celle des 
deux variables qui y entre avec les moindres exposants; soit y cette 
variable. Représentons par 


les deux équations ainsi ordonnées; »! et n désignent le plus haut 
exposant de y dans chacune d’elles. 

Divisons Y* par Y,; et poussons la division jusqu’à ce que nous 
obtenions un reste qui soit du degré n — 1 par rapport à y. Ce reste 
et le quotient auront en général des coefficients fractionnaires; 
supposons qu’on réduise au même dénominateur » (x) tous les ter- 
mes du quotient et du reste; soient alors Y„ le numérateur du reste 
et Q celui du quotient; on aura 


et l’on peut reniarquer que si l’on avait préalablement multiplié Y„ 
par a (x), la division se serait effectuée sans introduire x en déno- 
minateur ni au quotient ni au reste. 

Cela posé , tout système de valeurs de x et de y qui annulera 
Y,„ et Yn« annulera Y,-,;, car (x) et Q ne contiennent point les 
variables en dénominateur, .et ne peuvent dès lors devenir infinis 
pour des valeurs Unies de ces variables. 11 s’ensuit que les points 
communs aux deux courbes proposées se trouvent sur la courbe qui 
a pour équation 


En second lieu, tout système de valeurs de x et de y qui annu- 
lera Y,_i et Y, annulera le second membre de l’équation [2]; il 
•levra donc annuler le premier , et par conséquent l’un des deux 
factems Y„, ou (x). Ainsi les points communs aux deux courbes 
qui ont pour équations 


Y« = 0 et Y, = 0 


[J] 



d’où 


ç(x). Y„ = Y.. Q-|-Y._, 


[ 2 ] 


Y. = 0 et Y.V.sssO 


[3] 


•’» •• 
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86 trouvent, soit sur la courbe Y* = 0, soit sur les parallèles à l’axe 
des y comprises dans l’équation 9 (jc). 

Do là il résulte que si l’on cherche les points communs aux deux 
courbes représentées par les équations [3] on aura tous les points 
communs aux deux courbes^ proposées , plus peut-être quelques^ 
points qui n’apparlienncDt pas à la courbe = 0. 

Si l’on opère sur les courbes [3] comme sur les courbes [1], on 
parviendra à les remplacer par deux courbes 

Y._, = 0 et Y„_, = 0 [4], 

dont les points communs comprendront tous ceux qui sont com- 
muns aux courbes [3], plus peut-être quelques points qui n’àppar- 
tiendront pas à la courbe Y, = 0. Ces points communs corn- . 
prendront donc tous les points d’intersection des deux courbes 
proposées [1], plus peut-être quelques points étrangers. 

En continuant ainsi, on arrivera à un système de courbes 

Ys = 0 et Y,=0, • . 

* ' I * ' 

dont les points communs comprendront encore tous les points d’in- 
tersection des deux courbes proposées, plus peut-être quelques 
points étrangers. Mais elles seront, l'une du second degré en >j, 

' l’autre du premier; on pourrait donc les résoudre par rapport à y; 
par suite les construire aisément, et leur appliquer la méthode du 
n* 509. 

Les couples' de valeurs obtenues qui ne satisferont pas aux deux 
équations proposées, répondront aux points étrangers introduits , 
par le calcul. 

L’algèbre fournit d’ailleiirs des procédés pour éviter cette intro- 
duction; mais ce ne serait pas ici le lieu de les faire connaître. Il 
ne faut pas au reste s’exagérer l’importance de ces solutions étran- 
gères; elles sont presque toujours en petit nombre, quand les équa- ' . 
tions proposées ne sopt pas d’un degré très-élevé ou qu’elles n’ont 
pas été préparées à dessein, 

514. • transcendaniea. Lorsque les équations pro- 

posées sont transcendantes et qu’elles ne peuvent être résedues par 
rapport à aucune des deux variables , il n’y a plus de méthode 
générale pour trouver les coordonnées des points communs àux 
deux courbes. Mais si , par un moyeq quelconque , on a pu se 
procurer des valeurs approchées de ces coordonnées , on pourra les ' 
obtenir avec tel degré d’approximation qu’on voudra en suivant 
la marche suivante , qui est également applicable aux équations 
algébriques. 

Soient /'(ar, y) = 0 :et <p(ar, y) = 0. 
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les deux équations proposées; et soient Xy et des valeurs appro* ■ 
chées des coordonnées de- l’un des points communs aux deux 
courbes. . . ^ 

Posons a: = X, + « et y = y, -f- P, 

d où /"(Xi ®) yi“l- P) = 0 et ip(Xi-j-a, yi-|- 6)=:0. 

Développant, et remarquant que si les valeurs Xi et yi sont suffi- 
samment approchées, a et p sont des quantités très-petites, dont on 
peut négliger les carrés et le produit, il viendra : 

• ■ - , yi) -I- « /■', (X, , yO 4- ? (X, , y,) = O, ■ ; 

et- Ÿ(a-i, yi)-f-a?’*(xi, yO-t-Pç'jfxi, y,) = 0. ' 

Ces deux équations du premier degré donneront a et p ; en ajoutant 
ces quantités à Xi et à yt on obtiendra pour x et y des valeurs plus 
approchées X| et yt. Opérant -sur ces valeurs comme on a opéré sur 
X| et yi , 'on obtiendra de nouvelles valeurs plus approchées x, et yj; 
et ainsi de suite. 

‘ On sera averti qu’on est arrivé à un degré d'approximation suf- 
fisant, lorsque les valeurs obtenues pour x et y, substituées dans • 
f{x, y) et f (x, y), comme la marche du calcul l’exige d’ailleurs,' 
donneront des résultats négligeables. ‘ . 

31S. Comme exemple . considérons les deux lieux géomélriques représentés 
par les équations ' ^ 

y+*— {cos(y+*)=0 et y’— iy + ic’ = 0 

et supposons que , par un moyen quelconque, on ait trouvé, a un centième 
près, les valeurs des coordonnées de l’un des poinis communs. 

Soient, en conséquence, x,=0,03 et j/i=t),l6. On aura 

f(»i, y<) = yi-t- ïi — }cos(yi + !t,)=0,i9 — Jcos 0,10=0,19— icosiO*,S3',iO' ,2 
=0,19— 0,l9Ci0=— 0,0064. 

(*„ y,)r= I + îsin(y, -)-*,) = 1 -fjsin I0‘,53',I0',2= 1,0378 
/'» (*i . vO = 1 -H»i“ (y* + *i) = 1.0318" 

9 (*ii OlOoo** 

'■ yi)=—yi -!-*«■=— o,isT3 

, 9'r(*i*V>)=3yi— «1=4-0,0468. . . 

Un aura donc è résoudre les deux équations , . 

1 ,0378 O 4- 1 ,0378 P = 0,0064 

. ' — 0,16730 4-0,0468 p= 0,0068 . 

qui donnent o=— 0,00261 ' et p=o,008iT ' ^ 

et par suite ' *,= 0,08 —0,00201=0,02799 - , 

y.= 0 , te 4-0,00817=0^1684 
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Alln de juger du degré d’approTtimation obtenu, on peut calculer les valeurs 
de f{xi, irj et de ? («i, y>), on trouve 

y,) Z= — 0,000006 et ç(x,, y,) = + 0,000070. ‘ 

l.es valeurs et y, peuvent donc être considérées comme surOsamment ap- 
prochées. 

516. REM.tRQUE.s. 1. A l’occasion des courbes dont l’équation ûe 
peut être résolue par rapport à aucune des deux variables, il peut 
être utile de rappeler que la transformation des coordonnées per- 
met quelquefois de lever cette difficulté. 

Considérons, par exemple, la courbe ci-dessus dont l'équation est 

y> — a:y-f-x* = 0. 


On remarque que le premier membre ne change pas quand on y 
remplace x par y et y par x ; on peut en conclure que la courbe est 
di^osée de la même manière par rapport à l’axe des x et par rap- 
port à l’axe des y, et que par conséquent elle a pour axe de symé- 
trie la bissectrice du premier angle de ces axes. Si l’on prend celte 
bissectrice pour axe des x, les coordonnées nouvellt» étant suppo- 
sées rectangulaires, l’équation ne devra contenir que des puissances 
paires de y' ; et comme le degré de l’équation ne saurait s’élever par 
la translormation des coordonnées, il faudra que le terme eu y'* ^s- 
puraisse, et que la variable / n’entre qu’au second degré. 

C’est ce qui arrive en efl'et. Les formules de .transformation pour 
le cas qui nous occupe sont (54, Reu.) 



et 


■y = 


y/2 


£n substituant ces valeurs dans l’équation, on obtient : 


X* V 2 -1- 3*y* v^2 — x* -j- y’ = 0 


d’où 


y = ±x 



t — X ^/2 
1-|-3 æv'2 



La courbe représentée par cette 
équation a la forme indiquée sur 
la figure 145. Elle a pour asymp- 
tote la droite AB parallèle à l’axe 
des x' et qui a pour équation 

l-f-3xv^2 = 0 ou X— ^ 

It. Il est facile de reconnaître 
que l’équation 

y-j-x -Xcos(y-t- x) = 0, 


représente une droite. Car si l’on pose.ÿ -j- x = rf, il resteune équa- 


i 
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lion en d , d’où l’on tire une videur détenninée d = La 

droite représentée par»? -l-r=d tst une parallèle Cl) à l'asymp* 
tôle AB. 

317. Lorsque l'une des deux équations proposées peut être ré- 
solue par rapport à l’une des variables, y par exemple, on peut 
transporter dans l’autre équation, à la place de y, sa valeur en .r; 
on a alors à résoudre une équation en~a;, qui peut être algébrique 
ou transcendante. Pour construire les racines d’une pareille équa- 
tion on emploiera les moyens qui seront exposés dans le paragraphe 
suivant. 


. § 2. CO.NSTRl’CTION ors BACIKES DES BQIATIOXS NCMéaiQUES. 

518. Supposons d’abord que l’équation proposée soit du second 
degré ; elle se présentera sous l’une des quatre formes 

■ a;* — p*-f-y = 0 [l], 

3? — px — q — Q [2], 

3i‘->rpx-\-q=üQ [ 3 ], • 

x--\-px — q—Q ■.-[“!], 

équations dans lesquelles p et q sont supposés positifs. 

Pour riiomogénéité de ces formules (S3) il faut, si x représente 
une ligne, quep représente également une ligne et que q représente 
une surface. ' 

Cela posé, considérons en premier lieu l’équation [1]. On pour- 
rait en tirer les valeurs de x' et les construire d’après les règles 
données au n* 33. Mais il est plus simple de remarquer que l’équa- 
tion peut s’écrire 

x(p — x) = q, . ; 

ou ar(p — x)=r’, 

' en appelant e le côté du carré équivalent it lu surface q. On voit 
donc que X et P — a: sont les côtés d’un rectangle équivalent à ce 
carré; d’ailleurs la somme de x et de p — x estp; la question re- 
vient donc à construire un rectangle èquimlent à un carré donné et 
dont les côtés fassent en somme une ligne donnée, problème connu 
de Géométrie élémentaire. " - 

Considérons en second lieu l’équation [2]. Elle peut s’écrire , ‘ 

X(X — p) = q=:c'. , 

Ici les côtés du rectangle équivalent à la surface q sont xetx— p. 
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lignes dont la différence estp. La question revient donc à cet autre 
problème connu de Géométrie élémentaire : Construire vn rectangle 
équivalent à un carré donné., et dont les côtés diffèrent d'une ligne 
donnée. 

Quant aux équations [3] et [4], on les ramènera aux deux précé- 
dentes en posant x = — x'. ■ - , 

. En examinant les ras particuliers que peuvent présenter les deux 
constructions ci-dessus indiquées, on retrouverait toutes les cir- 
oonstances de la discussion des équations du second degré. Nous 
ne nous y arrêterons pas. 


510. La construction des racines d’une équation du troisième 
degré se ramène à la construction des racines d’une équation du 
quatrième degré. Prenons donc une équation du quatrième degré, 
privée du second terme : ' . 

«*+P*’ + «'a: + r = 0 [1], 

dans laquelle p, q, r sont des nombres positifs ou négatifs. 

Posons *’ = y [2], 

d’où ar* = y’, ' 

l'équation [1] pourra s’écrire : , . 

+ r = 0 -, [3], 

et l’équation [1] pourra être regardée comme résultant de l’élimi- 
nation de y entre les équations [2] et [3]; c’est-à-dire que la question 
est ramenée à la recherche des points communs aux deux courbes 
du second degré représentées par les équations [2] et [3]. 

Mais on peut substituer à la courbe représentée par l’équation [3] 
une courbe beaucoup plus simple. Car si l’on ajoute membre à 
membre les équations [1] et [2] et qu’on fasse ensuite passer tous 
les termes dans le premier membre, on obtient 

a;*-l-y‘-l-yx.-l-(p — l)y-t-r = 0 .' [4], 

équation qui représente un cercle. ... 

Les abscisses des points de rencontre de ce cercle avec la para- 
bole, toujours la même, représentée par l’équation [2], seront les 
raciues réelles de l’équation proposée. Si l'épure est faite avec soin 
et k une échelle convenable, ces racines pourront être obtenues 
avec une approximation suffisante 'pour les besoins de l’applica- 
tion. 

Exemfle. Soit proposée l’équation 

ae'+4a>+3,*>.-4!» — 8=0. 
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Si l’on pose ar=:i''—i pour faire disparatire le Second terme, on obtient 
' i''— 3l”— îi'— 4=0. 

Les racines réelles de cette équation seront données par l’intersection de la 
parabole 

y = i’» , - . ; 

avec le cercle i”+ÿ‘— 2*'— 4y— 4=0. 

En appelant a et ^ les coordonnées de son centre , et R ton rayon, on trouve 
, «=t) P=2 et R=3. 

• 320. Si l’équation proposée est du troisième degré, on peut tou- .• ' 
jours la ramener à la forme ■ 

+ î = 0 [1]. 

Multiplions par x, ce qui revient à introduire la racine.tr =: O, il 
viendra 

; . -|~ P*’ ■\-qx = 0 [2] ,. 

et, d’après ce qui a été dit au numéro précédent, les racines réelles 
de cette équation seront données par l’intersection de la parabole 
ÿ = a;* et du cercle 

ar’-l-y’-|-5a:+(p — l)y = 0. 

Ce cercle passe par l’origine, ce qui dispense de cheréher son rayon.,' 

La parabole passant aussi à l’origine, il y a un point d’intersec- 
tion dont l’abscisse est;r = 0; mais cette racine n’est autre que 
celle qui a été arbitrairement introduite, et l’on ne doit pas en te- 
nir compte. < 

Exemfle. QvLellt hauteur faut-il donner d un segment sphérique pour que 
son -volume soit le quart de celui de la sphère? . , 

Prenons pour inconnue le rappOrl de la hauteur cherchée au rayon; soient x 
,ce rapport, et R le'rayon de la sphère; la hauteur du segment sera Ri; et l’on 
devra avoir 

J.J-itR»=n.R>i»(R-lRi) 

OU ' • • • •• st>— Sa^ + 1^0. * 

Posant x=x' + 1 pour faire disparaître le second terme , on obtient “ , 

■ l’s — Si'— 1=0. , “ 

Cette équation n’a qu’une racine réelle qui est positive ; elle Sera donnée par 
l’intersection de la parabole y =*'' avec le cercle . 

. ®’’ + y*— as'— 4y=0 . • ; - ^ - 

qui passe a l’origine , et dont le centre a pour coordonnées - ' 

. • ' *'=} et y =2. 
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TiSt . Considérons maiiilcnant une équation quelconque 

A^) = o [1], 

dans laquelle le premier membre esl une fonction continue de x, 
coinme cela a lieu pour toutes les équations que l'on rencontre 
dans les applications. 

Cette équation peut être considérée comme résultant de l’éliiDi- 
nation de y entre les équations , 

, y — fix) et y = 0, . - ' 

la question revient donc à chercher les inters.eotions de Taxe des x 
^nrec la courbe représeiitée par l’équation 




y=f{^y 


ra- 


»• L 

: . 

* V 


On construira donc cette courbe, comme il a été indiqué aux 
n°* l7 et 10; les abscisses des points où elle coupera l'axe des x s 
seront les racines réelles de l'équation proposée; et, ai Tépure 
été faite avec soin et à une échelle convenable, ces racines pourroét^ 
s’obtenir avec une approximation presque toujours sufBsaole dans 
la pratique. ^ 

’Sxfix) est une fonction algébrique entière, on pourra, pour cd>. 
culer tes ordonnées successives de la courbe, faire qsage ^ la iné^ 
thodc des différences, exposée" aujourd'hui dans les traités d'al^ ^ 
gëbru supérieure. Ou le pourra en toute assurance ; car le cas où 
la courbe s'approcherait très-près de l’axe des x sans le coiiper, «t 
le cas où elle le couperait en deux points très-rapprpchés l'un do 
l'autre, les seuls où l’on pourrait avoir des doutes sur'la nature des 
racines ehercbées, sont des circonstances idéales qui ne se présen- 
tent jamais dans les applications. On verra d’ailleurs, lorsqu’il sera 
’ question de nnterpo^tioii, comment on pouri-ait lever la difficulté 
81 elle se présentait. ‘ • ‘ , '*,■ 

^ SSS, Jbùrsqu’une'^^l^bie a, été obtenue graphiquement avec une 
appfbxiiuation convnikable, on peut Calculer sa valeur avec tel de- 
^ d’apfâ^ximiUièn que l’on désire.' • 

Soit Xi la valeur de x obtenue 'graphiquement, et ^it yx la va- 
leur correspondante de en sorte qu’on ait Le point . 

qui a peur coordonnées ar, et y, ne sera pas le pôiùt d’interscctioa' , 
de la courbe avec l'axe des x, mais il e» wra très-voi^a; et l'on 
pourra, dans rintervnlle.'sabstitucr à la courbe sa tangente au point 
(T,; yi). Cette tangente a pour équation (102) • • ' 

; -■ y— ^i). . 


. Dlgiti."- -, C’.oOgU 
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En y faisant y = 0 on obtient pour l’abscisse du point où elle 
renconlie l’axe des a; 

f (^0 


r = ai — 




C’est une nouvelle valeur plus approchée de la racine que l’on 
cherche. 

Nommons x, cette nouvelle valeur, et yt la valeur correspondante 
de y. En répétant pouraTi el i/, les raisonnements et les caiculs que 
l’on vient de faire pour Xi et ÿi , on obtiendra pour la racine cher- 
chée une nouvelle valeur plus approchée 


X = Xi 


f (a-.) 
T^Ÿ 


et ainsi de suite. 

Si l’on s’est fixé iV l’avance 1e degré d’approximation auquel ou- 
veut arriver, on reconnaîtra, en général, qu’on y est parvenu lors- 
que la quantité 

_ LSîà 

f'ix) 


sera numériquement inférieure à l’erreur que l’on consent à com- 
metlre. * 

.Mais si l’on veut s’assurer plus exactement que la valeur de x est 
obtenue, avec le degi-ë d’approximation désiré, on pourra recourir 
au camctère déjà indiqué au n° nOO (Rem.), mais qui se simplifie 
dans cotte circonstance. . 

Soient x, la valeur trouvée , et S la limite de l’erreur que l’on 
• veut cômmettre, on calculera les deux quantités 

/•(Xh — ô) et _ /(x„-f 8), 

elles devront être de signe contraire ; car si la courbe est au-dessous 
de l’axe des x avant l’intensccfion , elle passera au-dessus apres 
l’intersection ou vice versa. ( Nous excluons toujours le cas où il y 
aurait contact.) 

La méthode que nous venons d’indiquer n’est autre chose que la 
méthode d’approximation de Newton, qui est présentée sous une 
autre forme dans les traités d’algèbre,. 

323. I. Prenons pour exemple l’équalion algébrique 
I» — 3», l Ut 1’— 9 Jt 08 = 0 , 

c'est celle qu'on aurait i résoudre si l’on cherchait le rayon qu'il faut donner X 
' un tuyau de 500* de longueur pour qu’il piU débiter , sous une charge de 10* 
d’eau, un volume constant de &0 Idres ü’eau par seconde. Le rayon « est tel 
exprimé en cenliniclces. 


; 
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' 'En conslruisanl la courbe représentée par l’équalion 

V = 38,197®*— 9it08 

on reconnaît qu’elle coupe l’axe des ® à droite de l’origine, en un point dont 
l’abscisse est comprise entre 9 et tO, mais plus voisine de celle 
Si l’on prend pour première valeur approcbée®=iO, ontrouv 

. • ^(®) = + 3478, r(*) = + 49236 

et par conséquent 

f(x) 3473 .■ 

- -'^j=-ï 5 j 3-6 = -0, 07 environ. 

' - On pourra donc prendre pour seconde valeur approchée 

* = 10—0,07—9,93, 

n*)= + 74,177, r(*)= + 47866,OI 


ce qui donne 
d’où 

Par suite. 


-jr^j=-0,0OlS5. 

* = 9,93 — 0,001 55 = 9,9284... 


t' 7- 

ffvH rît 
V . ,»f .'.7 


Gomme il serait illusoire en calculant le rayon d’un tuyau, de pousser l’ap- 
proximation au delà des dixièmes de millimètre, on voit qu’on aurait pu s’en 
tenir à la valeur ®=9,03. Et, en effet, on a 

. r- ' / 

■ r(».93) = + 74,177 et /■ (9,92) =—403,861) 

ainsi X est compris entre 9,92 et 9,93 ;'celte dernière valeur est donc approrhée 
ù moins d’un centième de centimètre, ou d’un dixième de millimètre, 




Le diamètre du tuyau , rapporté au mètre , est en conséquence 0*',I686. ' 


II. Prenons pour second exemple l’équation transcendante 
cosjrd =1,2. 


On rencontre des équations de cette forme dans certaines questions relatives à ' 
la vitesse des volants. L’unité d’arc est ici le rayon. - 


^(*) = cos® + ^— 1,2 et r(®)=— sina+2. 


On aura 

Si l’on appelle u l’expression de * en degrés, on aura.'. 


180* 


. [Il-- 


En donnant è u les valeurs successives 45», 46", 47", elc., il est facile d’en dé- 
duire X , et cos®, et par suite f(x). On trouve ainsi, pour , ■ - « 

'• « = 49" ..i^(*)=-(-, 0,000.50,' . , ■ ‘ 

î'* ■ . • ~ f. 

elpour • . tt=50»...K*)=— 0,00167, 

résultats de signe contraire} d’où l’on conclut que ® est compris entre les va- 


is • 
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leurs qui correspondent li «=49* et b «=S0*. 

Prenant pour première valeur approcliée x = n , on obtient 

rW=-0,tl808 


d’où 



0,00050 

0,11808 


= 0,0012 


ce qui répond è 14' 2G*. 

On aura donc une valeur de x plus approchée en prenant 

49"I4'26* 

. ■ • 180 * 

On trouve , en elfet , dans ce cas 



{î]. 


^(*)=— 0,00001 ' 

quantité que l’on peut regarder comme négligeable. 

La racine cherchée est donc la valeur [2], h un degré d'approximation suf- 
llsaHl. 


S 3. DE l’interpolation. 


524. DéanUion. Lorsqu’une fonction y — f{x) n’est connue que • 
par une série de valeurs isolées y,, yi, y,, , y„, correspondantes 

à des valeurs z^, Zt, Xi, ...., ir, de la variable , valeurs que nous 
supposerons croissantes suivant une loi quelconque, on peut avoir 
besoin de déterminer la valeur de y qui correspond à une valeur 
de Z comprise, soit entre x, et Xx, soit entre xi et Xi, ou entre X| 
et X,, . . . . , Ou enfin entre x„_i et x„. C’est ce que l’on appelle in- 
terpolef (2 1 }. Nous nous occuperons , dans ce paragraphe , des 
méthodes d’interpolation les plus usitées. 

528. Méthode Kraphiqine. L’uiie des plus fréquemment em- 
ployées par les ingénieurs est la méthode graphique. 1 
Concevons qu’après avoir tracé deux axes rectangulaires, on' ait 
construit, à une échelle quelconque, tous les points qui 'ont pour 
coordonnées x, et y^, x, et yi, x, et y,, .... , x, et y,. Par tous ces 
points on pourra faire passer, à la main, une courbe continue. 

' Pour obtenir alors la valeur de y correspondante à une valeur don- 
née quelconque de x comprise entre x„ et x, , et même un peu 
inférieure à x, ouuu peu supérieure à x„, il suffira de mesurer 
sur l'épure l’ordonnée de cette courbe qui répond à l’abscisse 
donnée z. ' ’ - ‘ 

Dans un grand nombre de circonstances , cette méthode offrira 
un degré de précision bien suffisant pour la pratique. 

REMAHQtms. 1. Si la fonction est susceptible d’un maximum ou 
d’un minimum dans l’intervalle de x, à x„, l’épure le fera connnN 
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ti-(^ ; et pour déterminer re oraximuin ou ce niinimuin, il sufllrâ 
de chercher le point de la courbe où la tangente est parallèle à 
l'axe des x (110) et de mesurer ses coordonnées : son abscisse sera 
la valeur de la variable qui rend la fonction maximum ou mini- 
mum; son ordonnée sera la valeur même de ce maximum ou de ce 
minimum de la fonction. 

' II. On peut remarquer sur-le-champ que riiitcrpolalion est un 
problème indéterminé ; car par les points donnés on peut faire pas- 
ser une infinité de courbes, qui toutes rempliraient l'ofliee indiqué 
ci-dessus. Mais , lorsque la fonction considérée se rattache à quel- 
que phénomène physique , la continuité qu’on observe, en général, 
dans la nature engage à clioisir parmi cette infinité dé courbes celle 
qui offre le moins de sinuosités possible, et qui s’écarte le moins 
de la ligne brisée formée par les droites qui joignent consécutive- 
ment les points donnés. 

On agit encore de lit même manière lorsqu’il s'agit d’une fonc- 
tion purement mathématique , algébrique ou transcendante , mais 
continue , si les valeurs consécutives données sont assez voisines 
pour qu’il y ait lieu de croire que la fonction ne s’en écarte pas 
notablement. - • 

526. Méthode de EA|rrua:e. L’interpolatîou peut s'effectuer 
te calcul. L’une des méthodes les plus ingénieuses est la méthode 
de Lagrange. Pour la mieux faire comprendre, .nous supposerons 
d'abord qu’on n’ait qu'un petit nombre de valeurs de la fonction', 
cinq par exemple, , ‘ . 

ÿo. yi. Vi, y%, y» . / : 

répondant aux valeurs 

^ Xj , .Tl , , iT4. ' ^ 

11 s’agit de trouver une fonction qui se réduise à y, pour x=x,, 
à yi pom’ x = xi, kij, pour x—Xt, à y, pour x= Xj , et enfin à 
y» pour x=Xi. 

Considérons les cinq binômes x — x» , x — Xi , x — Xt,x — jV, 
x^Xi , et formons un de leurs produits 4 à 4 , par exemple 

(x— x,)(x— x,)Cx— x,)(x— xO _ [I], 

Ce produit s’annule pour x=xi, poür x=x,, pour x=Xg et pour 
x=xg. Si l’on fait x =x, , il prend au contraire la valeur finie 

(Xo— xO(.X,— Xi)(Xo — Xj)(X,— X») [2]. 

le. quotient des deux produits [1] et [2] se réduit donc à l’unité 
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pour ;r= â.'o , et, par conséquent , si on le multiplie par ÿt , on aura 
une expression 

(x—jr,) (j-—x,)(x — Xi) (a:— Xi) . _ 

’ (a'o— ^i) (-ro— a?.) (•z'o— X,) (Xo— Xi) ’ 

qui se réduira à y, pour x=x^, et qui s’annulera quand on don- 
nera à X l'une des valeurs Xi, x,, x^ ou ar». , . 

En considérant de même le produit ' . 

{X — Xo){x — Xi){X — X^[X — Xi,) [3], 

faisant a; = 0 * 1 , ce qui donne 

{Xi — Xt){Xi — 3H){Xi — Xt){Xi—Xi) [4]. 

Divisant le produit [3] par le produit [4], et multipliant par yi, on 
obtiendra l’expression 

’ {X —X i){X — Xj) {x —xt){x — x^) 

a:,)(x,— T,)(a:i— x,)(x,— X,)’ • ' 

qui se réduit à yi pour x=Xi , et qui s’annule quand on donne à 
X l’une des valeurs x, , x« , Xs , x». 

Les autres combinaisons fourniraient des expressions analogues , 
dans lesquelles figureraient y, , yj ou yt. 

11 résulte de la nature de ces expressions que , si on en fait la 
somme, on aura une fonction qui se réduit à y, pour x — x, , à y, 
pour x=Xi , à y, pour x = X| , et ainsi de suite ; ce sera donc la ■ 
fonction cherchée. La formule d’interpolation qu’il s’agissait d’obte- 
nir est donc : ' 

_ ( x — X |) (x — Xi) fx — Xj) [x — Xi) 

^ ■ (x,— X,) (x^Xj) (X, - Xj) (x„— Xj) 

■ I (x — X q) (x — X j) (x — Xa ) ( x — x^ ) 

' ' - ' (x — x J (x — XiKx — X , ) (x — Xt) ■■ 

Xo) (xr-x,)(X|— X,)(X5— Xj) , ' . • ' 

, (X— xj(x — X|) (x — X,)(X— Xt) 

■ (x,— xJ (x,— Xi) (Xj— Xj) (Xr—Xi) 

. , (X — X,) (x — X,) (x — X,} (X — X,} 

' (Xt— Xo) (Xi— X,) (XK—Xt) (Xt— X,) 

La courbe qu’elle représente est une courbe du 4* degré. 

387. Si , au lieu de 3 valeurs de la fonction , on en avait n -f- 1 , 

on formerait de même los binômes x — x,, x— Xi x — x,, 

011 considérerait successivement chacune de leurs combinaisons 
n à », et l’on obtiendrait, comme ci-dessus, une série d’ex- 
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pressions jouissant de celle propriété : qu’elles s’annulent toutes 
poura:=j-, , à l’exception de l'une d’elles qui se réduit à y,; 
qu’elles s’annulent toutes pour x=Xi , à l’exception de l’une > 
d’elles qui se réduit à y,; qu’clles's’annulent toutes pour x=xi,_ 
à l’exception de l’une d’elles qui se réduit à ;/, ; et ainsi de suite. 

La sonnue de ces expressions forme donc la fonction cherchée ; 
et, en l’é^'alant à y, on obtient la formule d’interpolation qu’il s’a- 
gissait d’établir. 

La courbe qu’elle représente est du degré on lui donne le 
nom de parabole du n"™ degré. 

328. Exesplë. Supposons qu’on ail en valeurs correspondantes 

f 

x=0 , I , 2 , 3 , 4 ■ 

i/ = l,4,5,3f2 

on aura , en substituant ces nombres dans la formule du n° 326 , ' ' . ' 

3) (J— 4) X (i— ■?) {x—^). [i—i] 

* ■ —1. —2. —3. —4 r. —1. —2. —3 , 

' . c * (•*— (*-6) (*— <) . . x[x—i) {x—2) (*-4) ; . . 

2, 1. -2 +® — 3.‘2. . 

, x[x—l) (J— 2) (a^) • • - . 

. ■ 4. 3. 2. 1 

OU , en effectuant et réduisant , i 

y = — 34*^ +'43aS + 58a + 24) 

fonction qui remplit, en effet, les conditions proposées. ' ■ ' ‘ 

520. Slmplillcation de la méthode de liof rati|[e. La formole 

de Lagrange, quoique très-élégante, est d’une application extrê- 
mement pénible quand le nombre des valeurs données de la fonc- 
tion est un peu considérable. 

.Mais il y a un cas particulier qui mérite d’étre examiné à part. 
C’est celui où l’on ne connaît que 3 valeurs de la fonction , corres- 
pondantes à des valeurs de la variable en progression arithmétique ; 
en d’autres termes, c’est celui où il s’agit de faire passer une courbe 
par 3 points donnés, dont les ordonnées successives sont équi- 
distantes. 

Dans ce cas , on peut faire passer l’axe des y par le premier point ; 
et, si l’on nomme S l’intervalle de deux ordonnées consécutives, on 
aura a?, = 0 , X, = 5 , Xi= 2d, 

La formule de Lagrange, qui dans le cas de 3 points, se réduit % 

(x— xdÇg— xd (x— xj(x— 

’ * (X,— xO (X,— XiJ ’ (x,— x^(x,~ Xi) . . > . 

. ' -i-f/ - 

«i) ' 
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(levivut alors 

(x— S) (x— 25) , x(x— 25) , . x(x— 3) 

y- y» • _S._25~ ■ S. -5 ■ • "^5~ 

ou, en développant, réduisant, et ordonnant, 

(3//— 4//, + //,) — 2ÿ,+y,r . 

y — I/o 25 ■ 25* ’ ^ 



équation qui représente une parabole du second degré dont l’axe 
est parallèle à l’axe des y. 

Cette équation peut être mise sous une forme encore plus sim- 
ple. 'Posons y i— y, = A,, y,: — y,=.-A'i,A', — A, = Aj, les quanti- 
tés A,, et Al ne seront autre chose que la différence première et la 
différence seconde. 

On tire de là : yi = y„ -)- Ai 


et _ yi — yi-|-A'i=y5-}-2A, -f-A,.^ 

Substituant ces valeurs dans l’équation de la courbe , on obtient 

I 2 Al Aj I Al » 

y=y»+^5— +25*‘"’ 


£xeiipi.e. Soient y. = 3 , y,= i 5 , ÿi = T, a=i 
on aura _ A, = 12 , A', = — 8 , A. = — 20 ' 

parsuile V = 3 -i- 22 i— lOi’. 

530. Si l’on veut obtenir l’ordonnée intermédiaire entre y„ et yi, 
il faut faire x = |5 dans l’équation de la courbe, ce qui donne 

y = y<. + i-^i — [!}• - 

Cette formule est d’un usage fréquent dans les questions d’interpo- 
lation. On l’exprimera en disant que, lorsqu’on a 3 ordonnées équi- 
distantes, l’ordonnée intermédiaire entre la première et la seconde 
s’obtient en ajoutant à la première ordonnée la moitié de la diffé- 
rence première , et en retranchant de la somme le huitième de la dif- 
férence seconde. 

Dans l’exemple ci-dessus, on trouverait 

. . . y = 3-|-è-12-i(-20) = ll|. 

351^. Interpolation par les difTérences. Quand tOUteS les va- 
leurs x„, Xi, Xt, ... de la variable, correspondantes aux valeurs 
données yo, J/i, y*, . . . . , y„ de la fonction , sont en progression 
arithmétique, ou , ce qui revient au même, quand les n-|- 1 points 
donnés ont des ordonnées équidistantes, on peut , eu employant 
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les différences des divers ordres , obtenir une formule d’inlerpola- 
iion très-simple. 

On démontre en algèbre que si l'on appelle .^i, A, , A,, Ai ..,A„ 
les différences dont il s’agit, on a 


y»=r, -f 


n(n — 1) , «(« — IK« — 2) 


1.2 




1.2.3 


Aj-(- .... -|-A„. 


Faisons passer l’axe des y par le premier point, ce qui revient à 
faire t„=0 ; et posons x = no , formule qui reproduira les abscisses 
des points donnés en y faisant successivement n=0, >i = l , 
n = 2, etc. 

Ûy 

On en tire « = g ! et en substituant dans la valeur de y „ , et 
supprimant l’indice n de y, on obtient 


,, , J(H, 

[I] y-y,-f g.A,-f- A,+ A, 


-felc. 


Pour x = 0, cette formule donne y — y,,; 
pour x — o elle donne y = y„ -f- Ai = y, , 


IMjur .c = 2o y =y„-f-2A, -f 2A, = y, , 

pour x=3o y = y„ -f 3A, -f- .3A, + A, = y, , 


et pour xz=nl y = y„. 

En y regardant x comme variable, cette formule est donc une 
formule d’interpolation, puisqu’elle représente une courbe qui 
passe par les «-f-1 points donnés. Cette courbe est une parabole 
du n'"' degré , identique par conséquent à celle que donnerait la 
formule de Ligrange ; car une parabide de ce degré n’ayant que 
«-|-1 paramètres, est complètement déterminée quand on l’assu- 
jettit à passer par n-f-1 points donnés. 


Si, par exemple, on reprend les données du n* 328, savoir: 

y.=i, = yj=5, y.i=3, y.=î, ô=i 

on en déduit 

ii= + 3, i:=— 2, A3=— I, A,=+4. 

Par conscqiienl la formule d'iiilerpolalion sera 

u= 1 I ^3 I ai I vl^~lH^~2) . . j(x— l)(a — 2) (i — 3) 

“ ^1 ^ i.î ' i.v.î *■ ■' T?xr 


N 



Kn efleetuaiU cl réduU.vnl, on trouve 


1 


2i 


(ÔA' 


3 1 “f* f .î J" “f" oK J .f* 2 l) 


comme au numéro cilé. 


W. I. ISTEIU>OI,ATIO.\. 
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Rkmarcu'es. I. La formule d’interpolation par les ditlëreuces est 
idus simple tpie la formule de Lagrange; mais elle est moins géné- 
rale , puisqu’elle suppose que les ordonnées connues sont équi- 
disfantes. 

11. Quand le nombre de ces ordonnées se réduit à 3, la formule 
devient 


C’est la formule du ji" 350. 

532. Lorsque les valeurs données de la fonction sont équidis- 
tantes et très-rapprochées , on peut ordinairement négliger les dif- 
férences troisièmes ; on peut alois interpoler au moyen de la for- 
mule ci-dessus 


ce qui revient à .supposer que l'arc de courbe qui réunit trois points 
consécutifs se confond sensiblement avec une parabole du second 
degrti. Mais il est entendu que la valeur de x doit se compter à par- 
tir du pied de la première des trois ordonnées que l’on considère 
et qui détcrininenl A, et A|. 

Exemi-le. Su|i|)Osons qu'il s’agisse de calculer le logaritlime du sinus 
de 2* r 20* b l’aide d’une table qui ne donne les logaritlimes des lignes trigo- 
numétriques que de minute en minute. On trouvera 



ou , en ordonnant par rapport à x , 


y = ï*^») J + i 


C’est la formule du u° 520 sous une autre forme. 
III. Si X — JS , il vient 


0 0 


d’où 


ÿ,= 8,5464218, A, = 0,00357 30, A.'=0,0035t38 
A, =—0,0000292; d’ailleurs 3 = 60*: 


on aura, par conséquent, 

20 

ÿ = 8 ,54042 1 8 -t- (0,00357 30 + 0,0000 ‘ — 0,0000 140 
20 1 

Ilemplaqanl g;; P®r ^ , cl effectuant les calculs indiqués , on trouve 
y = 8, 5470161 



18 





J 
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qui est en effet le logarithme du sinus de 2* 1' 20” tel que le donueut les tables 
où les arcs procèdent de 10" en lO*. 

535. Quand les différences secondes sont elles-mêmes négli- 
geables , la formule se réduit à 
. • 

y = 2/0 + A,- ou y — yo = A,y. 

O O 

L’interpolation s’effectue alors comme si l’arc de courbe qui réunit 
deu.x points consécutifs se confondait avec sa corde. 

X 

On reconnaît dans la formule y— y, “ A, la règle Ordinaire des 

O 

parties proportionnelles suivie dans l’usage des tables de loga- 
rithmes ; car elle peut s’énoncer en disant que ; pour obtenir la dif- 
férence y — y„ entre le logarithme cherché et le logarithme des tables 
qui lui est immédiatement inférieur, il faut multiplier la différénce 
tabulaire Aj par la différence x entre le nombre ou C are considéré 
et le nombre ou l’arc des tables immédiatement inférieur, et diviser 
le produit par la différence constante 8 qui existe entre deux nom- 
bres ou deux arcs consécutifs de la table. - . ' 

Cette règle deviendrait inexacte si les différences secondes n’é- 
taient pas négligeables. Si, par exemple, on l’appliquait à la ques; 
tion traitée au n° précédent, on trouverait 

20 

y = 8,5464218 + 0,0035730 . ^ = 8,5476128 , 
valeur trop faible de 0,0000033. 

Remarque. La formule [1] du n" 351 offre même le moyen d’ap- 
précier à l’avance la limite de l’erreur commise dans l’application 
de la règle des parties proportionnelles. Mais ce ne serait pas ici le 
lieu d’entrer dans ces considérations qui sont plus particulièrement 
du ressort de l’algèbre. 

V . 
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CHAPITRE XII. 

DES SECTIONS CONIQUES ET CV'LINDUIQUES. 

■ t 

ÉTUDE DES SECTIONS FLANER DU CÔNE KT DU CYLINDRE DROIT A B/VSB 
CIRCULAIRE. 


^54. Mection du c6nes lut-thodp niinijrtique. — Les lignes du 
second ordre, étudiées avec tant de détail dans cet ouvrage, ont été 
l’objet de nombreux travaux de la part des anciens géomètres, qui 
les désignaient sous le nom de sections coniques. Nous allons faire 

voir qu’il y a en effet identité entre ces 
• courbes et celles qui résultent de la 
section d'un cône par un plan. 

Soient SAB ffig. 146) un cône droit 
à base circulaire; YCX, un plan sécant; 
SA, SB, les génératrices situées dans le 
plan perpendiculaire à YCX. Désignons 
l’angle du cône par 2a, l’angle SCX 
que fait le plan sécant avec la généra- 
trice SA par 2^ et la distance SC par d. 
Enfin , prenons pour axes , dans le plan 
B sécant, l’intersection CX de ce plan et 
du plan SAB , et une perpendicu- 
laire CY. 

U6. . Pour obtenir l’équation de la section 

CM, imaginons par l’ordonnée MP un plan perpendiculaire à l’axe 
du cône. Ce plan coupera le plan ASB suivant une droite DPE et la 
snrface du cône suivant un cercle DME dont DE sera un diamètre. 
On aura donc ' - 

MP’ ou y* = DP . PE. 

Or, le triangle ]DCP donne 

rvn nn Sin PCP _ sin 
■ sin SDP cos a ' 

D’ailleurs, si on mène CF parallèle à DE et PH parallèle à SB, on 
aura 

- . PE = FH=:CF— CH; 
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Mais CF=2CI = 2(Z sin a, 

I-'U _ r-n sin CPH _ a: sin (P + 2 a) 

^**=^‘^'inrüHP= — — • 


Donc PE = 2 rf sin a — a; rh . ? .iL ^ 

CO» « 

et, par suite, 



2<fsmasin S 

L X 

cos a 


siup sin(p-l-2*) 

• '■ — “ 3C“ 

COS 


[I]. 


Tdle est l'équation de la section. On voit déjà que c’est une 
courbe du second degré : quant à son espèce, ce sera 


une eUtpse si on a sin (p+2a)>0^ c’est-à-dire p-}-2a<180", 
une %per6o/e si on a sin (p-f2aX0, • p-|-2a>t8(/, 

une paraèole si on a sin(p+2«)=0, » p-|-2«<= iSO*. 

Or, les inégalités ' . . ■ ' 

•p-f2«<180", p+2a>l8<yt, p+2a = 180“, 

sont précisément les conditions que doivent remplir les angles 2 a 
et P pour que CX rencontre SB au-dessous de S, au-dessus, ou bien 
lui soit parallèle. On peut donc dire : 

Qu’une section conique ut une ellipse, lorsque le plan sécant ren- 
contre totttu lu çénératricu sur une même nappe ; une hyperbole, 
-lorsqu'il rencontre lu deux nappes; une parabole, lorsque ce plan 
ut parallèle à une génératrice. 

Ainsi l’intersectltm d’un cône et d'un plan peut donner les trois 
courbu du second degré. Cherchons maintenant si la réciproque est 
vraie, c’est-à-dire s’il est toujours possible de résoudre le problème 

suivant. • 

• > 

55d. Problème. Ptaeer sur nn cône de révolution donné une 
courbe donnée du second degré. 

Le problème revient à identifier les équations 


, _ 2d sinasinp sin p sin(P-|-2a) . 

cos a ^ COS*a , ^ 

y* = 2pa:-t-îa:*' [2], 

~ qui représentent l’une, une section conique, et l'auti'e, comme nous 
l’avons vu (229, Rem. H), une courbe quelconque du second degré 
rapportée à un axe et à- la tangente au sommet situé sur cet axe. 



DES SECTIONS CONIQUES ET CVLlNDMOl'F.S. 2"T 

Les inoonnues ff et 9 s’olitiendront en résolvant les équations 
2fl sin » sin jJ , 


eoss 


■ 2p 


sin P sin(8-f-2«) 

cos *a ^ 


[•U 

[41. 


La seconde, qui ne renferme que ^ revient à la suivante 

cos(2^-j-2«) — cos 2« = 25 » cos’a , 

ce qui donne, en remarquant que cos 2a = 2 cos’a — 1 , 

cos (23-f-2a) = 2 (I -j-ylco* ’* — !■ 

Pour qu’on puisse en tirer une valeur de il faut que la valeur 
absolue du second membre soit moindre que 1. On devra donc 
avoir 

[2(1 -{-ÿ) cos*«— !]• — 1<0, 

ou en décomposant lé premier membre en facteurs et supprimant 
le facteur positif 4cos*«, 

(1 -|^ç)[(l ^7 ?) cos*a — 1]<0 [.9]. 

Or, 1“ Si l’équation [2] représente une ellipse, on a 9'<0 et 
> — I. Donc !+(/ est positif; ( 1 4-y) cos'a — l est négatif, 
et l’inégidité [5] est satisfaite d’elle-méme. Donc l’angle p est réel; 
comme d’ailleurs la valeur de a tirée de l’équation [I] est elle- 
même réelle , on voit que toute ellipse donnée peut se placer sur un 
cône donné. 

2® Si ré(|uation [2] représente une hyperbole, q est positif, et 
l'inégalité [.*>1 devient, en supprimant le facteur positif 1 -}-ç', 

(1 -f» 7 )cos’ii — 1 <0, 
ce qui donne cos’ a < ^ , 

Y 

et, en appelant a et h les axes de l’hyperbole, ç = ^ : par suite 

CO.S-’ a < 


a’ 

,0r, = cos’y, en appelant y le demi-angle des asymptotes, 

donc 

cos’ «< cos’ Y, 

d’où , puisqu’il s’agit d’angles nécessairement aigus, 

' ■ «>Y- 
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Donc, pour qv^une hyperbole, donnée puisse être placée sur un 
cône donné, il faut que l'angle des asymptotes , qui contient la 
courbe, soit moindre que l'angle formé par les génératrices opposées 
du cône. ’ 

Mais si l’angle a n’est pas donné, on pourra toujours le choisir 
de manière que l’inégalité 


cos«<cosy , 

soit satisfaite , d’où l’on conclut qu’on trouvera toujours un cône ' 
sur lequel on puisse placer une hyperbole donnée. 

3° Si-l’équation [2] représente une parabole, ^=0 et l’inégalité [5] 
est satisfaitè d’elle-méme. Donc on peut toujours, sur un cône 
donné, placer une parabole quelconque. 

Nous avons démontré que toute section conique est une courbe du 
second degré : la discussion à laquelle nous venons de nous livrer 
montre que réciproquement toute courbe du second degré peut être 
considérée comme une section conique. 

550. fiiection dn cylindre droit à boue eircnlaire. Le plan 

YCX restant fixe , ainsi que la base du cône, si on suppose que le 
sommet S s éloigné indéfiniment sur la droite SO, le cône tendra 
de plus en plus vers un cylindre droit ayant potrr base le cercle AB. 
La quantité CI = dsin« tendra veis le rayon r de ce cylindre 
l'angle « sera nul à la limite. Introduisons ces hypothèses dans 
l’équation générale des sections coniques, elle deviendra 


y’ = f sin P . a: — sin’p.a;* ■ - ' [!}»' 


équation qui représente une ellipse. ' ’ 

Pour placer une ellipse dont les axes sont a et 6 sur un cylindre, 
il faut identifier cette équation avec la suivante 




ce qui donne ' 



ù=r. 


Donc on ne peut placer sur. un cylindre donné que des ellipses - 
dont le petit axe est égal au diamètre du cylindre. 


557. Sections coniques.. Méthode Kéométriqne. On peut 

encore arriver aux mômes résultats par une autre méthode , pure- * 
ment géométrique, due à MM. Dandelih et Quételet. Elle offre 
surtout l’avantage de montrer, dans le cône même, le rôle des 
points et droites remarquables que nous avons désignés par les 
noms de foyers et de directrices. . r-. 

Ei.upse. Supposons que le plan de la figure 1 47 soit une section 
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faite suivant l’axe. Soit CD la trace d’un plan perpendiculaire au 

plan de la figure , et qui ren- 
contre les deux génératrices 
extrêmes SÂ, SB sur une 
même* nappe. Je dis que la 
section CMD est une ellipse. 

Pour le démontrer je trace 
les cercles EFG et E'F'G' 
tangents aux trois cdlés du 
triangle SCB , l’un intérieu- 
rement, l’autre extérieure- 
ment. Si on imagine que la* 
droite AS tourne autour de 
SO, entraînant avec elle les 
demi-cercles lEK , l'E'K', on 
engendrera à la fois le cène 
proposé et deux sphères in- 
scrites à ce cène, et le tou- 
Fig. i47. . chaut, la première suivant 

la cercle ENG, la seconde suivant le cercle E'N'G. Ces deux sphè- 
res touchent aùsà le plan sécant en deux points F et F'. 

Cela posé, par un point M de la section menons la génératrice 
SM qui rencontre les cercles de contact aux points N et N', et me- 
nons MF et MF'. Les droites MF et MN, tangentes à une même 
sphère et menées par le même point, sont égales. II en est de même 
de MF' et MN'. On aura donc 


MF -f- MF' = MN -f MN' = NN' = EE’. 

Donc la courbe considérée jouit de la propriété que la somme de 
ses distances, à deux points Axes, est constante. Donc c’est une 
ellipse dont F et F' sont les foyers. La ligne CD en est évidemment 
le grand axe. , . 

DmECTniCES. Soit LH llntersection du plan du cercle de contact 
et du plan sécant; soit MP une perpendiculaire abaissée du point 
M sur CD; et VMU le cercle perpendiculaire à l’axe SO, qui passe 
par SM". 

Les deux triangles LCE et CPM étant semblables, on aura 

- . ; , ■ CP_CV 

IC~EC’ 


d’eù 


CP-f-LC _CV-t-EC 

LC ~ EC ’ 

LP LC , , 
ÿg = gg = coru (ante; 


c’est-à-dire , 
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mais LP est la distance du point M à LH, et TE = MN = MF enl 
la distance du point M au foyer. Donc les distances d'un point 
quelconque du lieu au point M et à la droite LH, sont dans un 
rapport constant. La droite LH est donc la directrice qui cocrëspopd 
eu foyer F. On obtiendrait d’une noaniërc analogue l’autre direc- 
trice. 

Placer une ellipse donnée sur un cône donné. Menons CQ paral- 
lèle à EC. On aura CQ = CE = CF, GD = DF'. Comme d’ailleurs 
GG'=CD, on voit que QD est l’excentricité. Placer sur le cône 
une ellipse donnée, revient évidemment k construire le triangle 
CDQ, dans lequel on connaît les côtés CD et DQ, et l'angle obins 
CQD opposé au côté CD. Comme CD > QD, le problème admet 
toujours une solution. 

Hyperbole et parabole. Les mêmes constructions et discussions 
légèrement modifiées s’appliqueront à l’hyperbole et à la parabole. 
Nous laissons cet exercice aux élèves. 

Section cylindrique. L’analogie conduira facilement aux con- 
structions propres à ce cas, qu’on peut d’ailleurs se dispenser 
d’étudier à part, en considérant un cylindre comme un cône dont 
le sommet est à l’infini. 

358. Kection anti-parallèle. Les sections faites dans un cône 
oblique à base circulairepardes plans parallèles à cette base sont évi- 
demment des circonférences de cercle. Nous nous proposons de dé- 
montrer ici qu’il existe un autre système 
de plans, non parallèles à la base du 
cône, dont les sections sont pareillement 
des cercles. 

Soit ASB {fig. H8) la section principale 
d’un cône oblique à base circulaire , 
c’est-à-dire la section faite par le plan 
passant par l’axe du cône et perpendicu- 
laire à sa buse. Soit EM F un plan per- 
pendiculaire au plan ASB. Si la section 
EMF était un ceixle, en menant l’or- 
donnée iMP perpendiculaire au diamètre 
EF de ce cqrcle, on aurait 

MÎ*’=PExPF. 

D’un autre côté', si, suivant .MP on mène un plan CMD parallèle à 


s 



Fig. H8. 
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la base du cône , on aura ' 

MP*=CPXPD, 

d’où résulte - 

PK PD 

PEXPF = CPXPD or. 

4 

Cette relation , nécessaire pour que la section EMF soit un cercle, 
est aussi suffisante. Or, elle est vérifiée si les deux triangles CPE , 

DPF, sont semblables, ou , ce qui revient au même , si l’angle C est 
égal à l'angle F. Donc la section faite dans un cône oblique par un ‘ - 
plan non parallèle à sa base, sera une circonférence de cercle si If 
plan de cette section et le plan de la base du càne, font avec les géné- 
ratrices de la section p-incipale, des angles respectivement égaux. 

Remarques. I. L’angle F étant égal à l’angle A , si l’on retournait 
le triangle SEF de manière que le point F fût placé sur la généra- 
trice AS, la section EMF serait parallèle à la base du cône; c’est 
pour cette raison qu’on lui a donné le nom de section anli-paral- 
lèle. 


Il: On démontrerait de la même manière qu<i, dans un cyUndra 
oblique à base circulaire , il existe aussi deux systèmes de sections 
circulaires. . 


339. Application. La méthode itcsj>ro;eclioni tiMograpkiquet , dont on lait 
usage dans la construction des mappemondes, est fondée sur la propriété de la 
. section anli-porallèle. . 

Soient ASB (fig. rt9] la section prin(i|iale d'un'cAnc ohliqoe à hase circulaire ; 
O le centre du grand cercle de la splière circonscrite k ce cOne déterminé par 
le plan ASB. Menons le diamètre SK : tout plan perpendiculaire è SK coupe le 

cdne suivant une circonférence. En effet, soit 
MN la trace sur le plan ASB d'un plan quel- 
conque perpendiculaire 'a SK. L’angle C a pour 
mesure la demi-somme des arcs AM etSN, ou, 
k cause de SM égal à MS, U moitié de l’arc AS| 
mais l’angle B a aussi pour mesure la moitié 
’s de l’arc AS; donc l’angle C est égal à l’angte. 
B. La section faite est anti-parallèle; donc c’est 
un cercle. 

On appelle projection stMographique d’un 
pohil A de la sphère sur un pian perpendicu- 
laire au diamètre SK , le point C où la droite 
SA perce ce plan. Il résulte de ee que nous 
venons de démontrer, que dans ce système de 
projections un cercle est représenté |iar un cercle. Ce système oRre encore _ 
d'autres avantages dans le détail desquels nous n’avons pas k entrer. 

Sieitncx. On mène les tangentes AS', BS' et la ligne SS'; démontrer que le 
point I est te centre du cercle qui à CD pour dlamètie. 
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DU NOMBDE DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR DÉTERMINER UNE COURBE 
DD SECOND DEGRÉ. ' ' 

540. L’équation générale du second degré à deux variables ren- 
ferme six coefficients, mais il n’y en a que cinq d’arbitraires parce, 
qu’on peut toujours, sans changer l’équation, diviser ses deux 
membres par l’un quelconque de ses coefficients. Pour déterminer 
l’équation générale du second degré à deux variables, il suffira donc 
d’avoir cinq relations entre ses coel'ficienls, d’où résulte qu’une 
courbe du second degré peut , en général , être assujettie à cinq 
conditions. 

De même une équation à deux variables du degré m renfermant 

coefficients arbitraires, une courbe du degré m peut être assujettie 
à ^ »i(»î 3) conditions. 

Remarques. I. D’après ce qui précède , j’équation du second degré 
à deux variables peut être mise sous la forme 

ay'-\-bxy-\-cx*-\-dy-\-ex-\-\ = Q [1]. 

En supposant que la courbe correspondante ne passe pas par 
l’origine. ^ 

Lorsque cette équation représenté une parabole, on a la relation 
' ^ iê — 4ûç = 0 d’où ô = dt2voc. ' 

Donc, dans ce cas, il suffit seulement de, donner quatre relations 
entre les coefficients de l’équation du second degré pour que cette 
équation soit complètement déterminée ; d'où résulte qu’tiwc para- 
bole est déterminée par quatre conditions. 

11 est bon d’observer qu’il y a, en général, à cause du double 
signe de b , deux paraboles satisfaisant à quatre conditions 
données. 
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II. En identifiant l’équation [t] avec l’équation générale de tn 
circonférence de cercle (8j 


(x — «)* + fy — p)*-f-2(a' — «)(y — P)cos6 — R*=0, 

on trouve les rriations 

a=c et 6 = 2a cos 9. ‘ 

Ces relations étant nécessaires pour que l'équation [I] représente 
une circonférence de cercle, trois nouvelles relations entre les 
coefficients de cette équation suffisent pour la déterminer. Donc un 
cercle ex! déterminé par trois conditions. ■ i ■ 

541. Soit proposé, comme exemple, de faire passer une courbe 
du second degré par cinq points donnés. 

Prenons pour axes deux droites passant chacune par deux des 
points donnés. Soient (0, ^i) ét (0, les deux points situées sur 
l’axe des >j , (o.iti) et (0, x,) les points situés sur l’axe des x, et 
(xi, le cinquième point donné. La courbe demandée devant pas- 
ser par les. cinq points donnés, son équation 

«y>-l-6xy-l-c.r’-j-dy-|-cx-f 1 = 0 ' [I], , 

doit être vérifiée par leurs coordonnées, ce qui fournit pour déter- 
miner les coefficients a,- b, c, d, e, les cinq relations 

ai/i -f- diji -|- 1 = 0, ayt -|- dy» -|- 1 = 0, 

, • cxi’ + exi -j- 1 = 0, cx,*;-t"*'^î + I — 0, 

ay,* + bxty,+cxi*+dtjt+exi+l = 0.. 

On en tire . ' 

* .7— y« + V« 1 ari-f X, 

yiyi yiy% x,x, x,x, ’ 


^ r yt(y»— yt— yO , xs(a^— x,— x.) 

«=iy>L yiyi x^x^ 

Aucune de ces' valeprs n’est infinie si Xi, Xi, etc., ne sont pas’ 
nuis,' ce qui ne pourrait arriver qu’aulant que trois des cinq points 
donnés seraient en ligne droite. , 

Donc, en employant le mot courbe dans son sens propre, on 
peut dire que par cinq points donnés on peut toujours faire passer 
une courbe du second degré, pourvu que trois de ces points ne soient 
pas en ligne droite. 



S42. Au lieu de se donner des points situés sur la courbe , on 
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peut re donner quelrpie point remarquable , comme le centre , nn 
foyer, un sommet, ou quelque droite ayant avec la courbe une 
relation connue, comme une tangente, une dirêclrice, une asymp- 
tote. La courbe sera encore déterminée si les conditions qu'on lui 
impose équivalent à cinq relations entre les coefficients de son 
équation. 

Par exemple , supposons qu’un point («, p) doive être un foyer ; 
l'équation de la courbe pourra être mise sous là forme (8ttS) ; 

-f- (y — P/ — + /* + ÿ)’ = 0 

et il ne rc.-tera plus que trois coeffleients à déterminer, savoir 
f, t, g. La connaissance d’un foyer équivaut donc à de»T con- 
ditions. - 

Si une droite y = »nj, -f « [1] 

doit être tangente, on portera dans l’équation de la courbe cette 
valeur de y , et on exprimera que l’équation en x qui en résulte 
a scs racines égales, ce qui conduira à une relation entre les coef- 
deients. La connaissance d’une tangente équivaut donc à une con- 
dition. , 

On pourra encore , si l’équation n’a pas déjà été mise sous une 
autre forme , l’écrire comme il suit 

• V 

)(y — »(.r — »)-j-(ey -f/T-f ÿ)’ = 0" [2], 

qui exprime que la droite considérée est tangente. En effet, le ' 
système des équations [1] et [2] peut être évidemment remplacé 
par un autre composé de la première et de la suivante 

• . , eg-\-fx-\-g — 0 ' [3]. 

Mais les équations [1] et [3] étant du premier degré n’ont qu’une 
solution commune. Donc il en est de même des équations [1] et [2]. ' 
Donc la droite [l]n’a avec la courbe [2] qu’un seul jioint commun. 
Donc c’est une tangente. 

Pour exprimer qu’un point est un sommet, il faiHlra d’abord 
exprimer qu’il appartient à la courbe et ensuite que la tangente en 
ce point est perpendiculaire au diamètre correspondant : ce qui 
fait'deux conditions. ... 

On exprimera qu’un point donné est un centre, en exprimant 
que si l’on transporte l’origine en ce point, Péquation ne renferme ’ 
que des termes de degi-é pair. Un centre équivaut donc à deux cou- . 
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dUions, dont ou tioiidra compte en écrivant réqualion de la courbe 
sous Ja fonne v 

(y— + — «ny— .?) + — «)’+<’=o 

« , ,8 désignant les coordonnées du centre. 

Si une droite est une asymptote, oji identifiera son équation avec 
l’équation d’une asymptote donnée en fonction des coefTicicuts de 
l’équation générale (122), ce qui fournit deux relations et montre 
par conséquent, qu’une asymptote équivaut à deux conditions. 

Si l’on est maître de choisir ses axes, on pourri prendre pour axe 
des X la droite donnée et écrire l’équation sous la forme 

xy + ay-l-éx-fc — 0 

qui donne y==0, pour æ = w et qui représente, par conséquent, 
tontes les hyperboles qui ont l’axe des œ pour asymptote. 

On verra , d’une manière analogue , qu’une directrice équivaut 
aussi à deux conditions. 

545. Si au lieu de donner le nombre de conditions nécessaires 
pour qu’une courbe du second degré soit déterminée on en donne 
une de moins, il existera une infinité de courbes satisfaisant à 
ces conditions 4 et on pourra se proposer de trouver le lieu 
géométrique décrit par un de leurs points. Par exemple, si on 
donne la directrice et un point d’une parabole, la courbe iVest pas 
déterminée, H y a une infinité de paraboles ayant la mérne direc- 
trice et un point commun, et dès lors on peut se proposer de troû- 
ver le lieu géométrique de leurs foyers on de leurs sommets, etc. 

Pour résoudre les problèmes de ce genre, on introduit les con- 
ditions données dans réqunlion générale de la courbe ; les coeffi- 
cients de l’équation sont alors déterminés à l’exception d’un seul 
qui reste arbitraire et qui se trouve dans l'expression des coordon- 
nées des points dont on cherche le lieu géométrique. En éliminant 
ce coefficient arbitraire on a l’équation du lieu cherché. 

Pour éclaircir les généralités qui précèdent, nous allons les ap- 
pliquer à quelques exemples. , 

344. PnOBLÈaE I. Trouter une courbe du second degré qui passe par trois 
points donnés M', M', M", et qui ail pour foyer un point donné K. 

Prenons pour origine le point F et désignoas par 

«'.y'; *'.5': 

les coordonnées des points 

' M',' M”, ir. ■ • , - 

. L’équation de la courbe sera de ta forme 

(" + fy + + [i]. 
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' Pôur déterminer tes coefBcienIs inconnus on aura é résondre les trois équa- * 
tions 

c*” +/■«' + ÿ = ± = ± S' 

e*"+/V* + ÿ=±v'*^ + y"’=^*", 

1 . at*+ f®" 4- g = ± \/a^ + y"’ = =tâ". ■ - 

qui expriment que la courbe passe par les trois points donnés. 

Les signes des seconds membres peuvent être combinés de huit manières, ce 
qui semble d’abord indiquer huit solutions; mais en y regardant d'un peu ^us 
près , on volt qu'il n’y en a que quatre distinctes. 

En elTet, si, après avoir pris ies seconds membres des équations [2] avec cer- 
tains signes, on vient à les prendre avec des signes opposés, on obtiendra un 
second système qui évidemment sera satisfait par les valeurs qui satisfaisaient 
au premier système changées de signe. Or, l’équation [i] ne change pas quand 
on changea la fois « en —Cr /en —f, 5 en —g. On obtiendra donc la même 
solution dans les deux cas. 

Cela posé, on n’aura donc A examiner que les quatre cas suivants. . 

1” On prend 6, 8' et S", chacun avec le signe +. ' , 

Dans ce cas , les coordonnées des points M', M”, M", substituées dans le pre- 
■ mier membre de l’équation 

ey+fx + g—0 c . ■ 

N 

qui représente la directrice, donnent des t-ésultals de même signe. Les trois 
points donnés sont donc du même cêté de.ta' directrice et alors ' ' ■ V 

Si g >0; les trois points donnés et le foyer sont du même côté de la direc- 
trice; la courbe peut être une ellipse, une hyperbole ou une parabole. 

Si 0 <0 les trois points donnés et le foyer sont de part et d'autre. de la di*. 
rectrice ; la solution ne peut être qu’une hyperbole. 

2° On prend .f.j', +î*, —î* , .. . 

"S* -PS'. —S', -t-8" 

4* J ■ ' ■ ' + 8',' -8», -'8*L, 

Dans chacun de ces tr<4s derniers cas, il y aura toujours deux points d’un côté 
de la directrice, et le troisième d’un autre côté, ce qui ne peut convenir qu’à 
une hyperbole. . ' ' 

Ainsi le problème admet en général quatre solutions , parmi lesquelles se 
trouvent au moins trois hyperboles. - ■ . - 

Remarqoï I. Ce problème a une grande importance en aslronôinie, où il sert 
à déterminer la trajectoire d’une planète, lorsqu’on connaît trois positions da 
l’astre. Il n’admet alors qu’one solution , parce qu’on sait que les planètes se 
meuvent dans des ellipses dont le soleil occupe un foyer. 

Les données de la question sont alors les trois rayons vecteurs déjà désignés 
par 8', ï*, 8*, et les angles que ces rayons vecteurs font avec une droite fixe 
passant par le foyer. On fait usage ordinairement des coordonnées polaires. 
L’équation de l’ellipse en coordonnées polaires est (283) 

\ _ V 

^ ~ 1 — «cos(u — aj* ' ' 

' a étant l’^le de Taxe polaire et de Taxe focal de la couibe. Il ne s’agit plus 
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<|tie de détenniuer les inconnues i> , e, a an moyeu de trois couples de valeur* 
rie P et U, qui doivent satisfaire à celle équation. Ce qui n’offre aucune dif- 
ttcuité. 

ReiTarque 11. On peut donner du même problèine une solution géométrique 
que nous nous contenterons d’indiquer. Eiie repose sur ce théorème. 

Si deux points M et M' appartiennent d une ellipse , à une parahole ou à une 
même branche d’hyperbole dont le foyer est en F, le point qui partage la droite 
MM' en deux segments soustractifs dans le rapport de MF à M'P, apparbent à la 
directrice correspondante au foyer F. Si les deux pointe M et M' sont sur deux 
branches d'hyperbole , c’est le point qui partage MM' en deux segments additifs 
dans le rapport de JIF à M'F qui est sur la directrice. 

Au moyen de ce théorème on pourra donc avoir deux points rie la directrice, 
et par suite cette droite. Al)aissant du point F une perpendiculaire FP sur la 
directrice, on aura ta direction de l’axe focai. I.es somraetss’ohtienrironten par* 
tagéant FP eu deux segments additifs ou soustractifs dans le rapport des distances 
de M au foyer et à la directrice. Ayant ainsi un axe et les foyers, il sera facile 
d'olilenir le second axe, et par suite de décrire la courbe. 

31S. Problème II. rroiirer le lieu géométrique des foyers des paraboles, qui 
ont la même directrice et un point commun. ' 

Prenons pour axes la directrice et une perpendiculaire h la direclrlce pas- 
sant par le point donné. Soit (0, a) le point donné. 

L’équation générale des paraboles (2S2) est ' . 

■ (*-a)’4-(y-P7-(M + ry + ff)’=o [1]. 

avec la condition - ' - . 

é‘ + p=l [î]. 

L’axCLdes y étant la directrice, il faut que son équation (232 , Rém.) 

ex-i- fg + 9 = 0, 

soit vérifiée pour x = 0 , ce. qui exige que l’on ait f=0 ®l 0=0; par suite, la 
résolution [2.) se réduit à e’=l , et l’équation [i] devient 

■'(a;_*)»+(v-p7-x’ = 0 W 

L’équation [3] convient à toutes les paraboles ayant la même directrice. En 
y remplaçant i et y par les coordonnées du point donne , nous aurons 


(o-a7-|-P’ = o», 

relation constante entre les coordonnées * et p des foyers, ét qui, par consè- 
ouenl n’est autre que l’équation du lieu cherché. Ce lieu esl une circonférence 
&e ayant a pour rayon et qui passe par le point donné, ee .qu’on pou- 
vait prévoir. 

Remarqoe. Si, au lieu de donner la directrice et un point, on donnait la 
directrice et une tangente, on pourrait partir de l’équation [3] pour trouver le 
lieu des foyers. ' 


Le lecteur pourra s’exercer sur les problèmes suivants. 

Problèmes. Déterminer «ne courbe du lecond degré, connaissant: 1” un foyer 
et trois tangentes; 2» le centre et trois points 
Construire «ne ellipse, connaissant; 1" le foyer, le sommet et un point; 
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2” untomnte-t, une tangent^ et «ne directrice; 3* le fnycr, h tommet et une tan- 
gente. 

Construire une parabole, connaitsani: l" la directrice et deux points; 2’ le 
paramètre, deux tangentes et un point; 3" la directrice, une tangente et le point 
de contact; i‘ le foyer, un point et une tangente; à" le sommet et deux tangentes 
6” le sommet, une tangente et le point de contact; 7" le paramètre, le foyer et 
'une tangente. 

Construire une hyperbole, connaissant : t’une asymptote, rinc directrice et 
VexcentricHé; 2* une asymptote, un sommet, et l’excentricité; 3’ une asymptote , 
un foyer, et un point-, 4* une asymptote, une directrice et un point; 5* un foyer, 
un sommet et une tangente; O’une asymptote, une tangente et une directrise ; 
7" une asymptote, une tangente et un foyer; 8“ une asymptote , un sommet et 
«n point; 9“ une directrice, une as'Jmptote et la longueur de l’axe transverse; 
10° un point, une asymptote et deux tangentes; lt° une asymptote et trois 
points. 

Trourtr le lieu des sommets des paraboles tangentes d trois droites données. 

Lieu-des foyers des ellipses inscrites dans un rectangle donné. 

Lieu des foyers des hyperboles qui ont un même sommet et une même asymptote 
donnée. 

Lieu des centres des ellipses qui ont un sommet commun et deux tangentes com- 
munes perpendiculaires entre elles. 

Lieu des sommets des paraboles qui ont le même foyer et une tangente ou un 
point commun. 


riN DE LA PREHltRE PARTIR. 
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DEUXIEME PARTIE. 

GÉOUÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. 


CHAPITRE. PREMIER. 

THEO^ DES PROJECTIONS. 

.54^. Dans la première partie de cet ouvrage, nous avons dé- 
montré divers théorèmes sur les projections , mais en supposant que 
la figure projetée et l’axe de projection étaient dans le même plan. 
L’objet de ce chapitre est d’étendre ces théorèmes à des figures si-, 
tuées d’une manière quelconque dans l’espace. . ^ 

546. ProjeettonB de»liirne*. DtrtMTioNS. I. La projection d’un 
point sur une droite est'Ie pied de la perpendiculaire abaissée du 
point sur la droite.’ . 

II. La projection d’une droite déterminée de longueur sur une 
seconde droite située ou non située dans un même plan avec la pre- 
mière est, en valeur absoltie, la distance comprise entre les pro- 
jections des extrémités de la première. 

III. On peut concevoir la projection A'B' d’une droite ÂB sur un 
axeOX (fig. 150} comme engendrée par la projection M' d’un point 

n. mobile M qui parcourrait ÂB, 
en allant de À vers B ou de B 
vers A. Nous considérerons 
comme positive la projection 
A'B' lorsqu’elle sera engendrée 
par le point M' se mouvant dans 
un sens déterminé sur l’axe, 



0 1 ‘ 


B’ 

Fig. tio. 


par exemple suivant OX, et .comme négative dans le cas contraire. 
. Nous conviendrons d’indiquer le sens du mouvement du point M, 
et par suite celui du point M', par Tordre des lettres de la droite 
projetée. Ainsi,, quand nous dirons qu’on projette AB, nous entén- 
drôns que le point mobile va de A vers B. 

D’apr^ ces conventions , on pourra écrire ■ . ' . 

projA^= — proJBk^ ' • . 

IV. L’angle de deux droites situées dans des plans différents sera 
> ■ . 19 • 
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l’angle formé par des parallèles à ces droites menées par un point 
de l’espace et dirigées dans le sens indiqué par l’ordre des lettres. 

Ainsi, si par urt' point C de l’espace (fig. 150), on mène CD pa- 
rallèle à AB et dans le sens AB , CE parallèle à OX et dans le 
sens OX, l’angle DCE sera appelé l’angle de AU et de OX. Nous 
le désignerons quelquefois par (AB , OX), D’après' ces conventions , 

on aura: ^ 

angle (AB , OX) = angle (BA , XO) 

anÿte (AB, OX) — 180“ — «Bÿ/e (BA, OX) 

■ ' ûBÿ/e (AB, OX)= 180“ — angle (kB,\0). 

V. Lorsque plusieurs droite’s AB, BC, CD, DE, EF (fig. 153), 
situées ou non dans le même plan , sont placées à la suite 1 une de 
l’autre, on appelle résultante la droite AF qui joint les extrémités 
de cette ligne brisée et qui ferme le contour. 

547. Théorème I. La projection d’une droite KB sur un axe OÏL 
fig. 151) est représentée, pour la grandeur et pour le signe, par la 

longueur absolue de la droite AB , 
multipliée par le' cosinus de l'angle, 
formé par les droites AB et DX. 

■ Supposons d’abord que l’angle 
(AB, OX) soit aigu, et que les pro- 
jections positives soient comptées de 
O vers X. Soient A' et B' les' projec- 
tions de A et de B. Menons par BB' un 
pian P perpendiculaire à OX et par le 
point A, la droite AC parallèle à OX 
et terminée au plan P. 

La ligne AA' est perpendiculaire à A'B' et par suite parallèle’ au 
plan P. Il en résulte que AC = A'B'. Mais le triangle rectangle ABC 

donne ■ ' * * 

. AC=ABcos BAC = ABcos(AB, OX); • 

j»f<n AB=-|- A'B' = AC — AB côS(AB, OX) , 
ce qu’il fallait démontrer. 

Si AB faisait avec OX (fig. 162) un 
angle obtus , on aurait , en faisant les 
mèmès constructions , ' , 

A'B' = AC = AB cos (B A, OX); ' 

mais (346, IV) _ - ' 

. cos(BA, OX)=cos[18()“— (AB, OX)] 

= — cos(AB, OX).. 
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proj AB=s— A'B' =AB cos (A»,OX). . ' 
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Ainsi, dans tous les cas, ABco8(ÂB,'€Xyrepcé«8nte, pour la valeur 
absolue et pourle signe, la de AB. v* 

• ' -f* ^ ^ 

Théorème II. Là somme (algébrique) des projections de plusieurs 
droites consécutives sur un axe OX est égale à lu projection de leur 
résultante. 

Supposons qu’un mobile M parcoure la ligne brisée ABCDEF 
(fig. l.'iS), dans le sens indiqué par les 
jettres, et qu’un autre m parcoure la 
droite AF de A vers F. ‘ * 

La projection M' de M ira de A' en F', 
en se mouvant de O vers.X ou de X verè 
O, suivant que les cétés parcourus par M 
. feront avec OX des angles aigus ou ob- 
tus. Mais comme M' parti ^de A' s’arrête 
^'8 en F', il est clair que la somme des che- 

mins faits dans le sens OX doit surpasser de A'F' la somme des che- 
mins parcourus dans Ife sens opposé. Donc A'F' est égala la somme' 
algébrique des projections des différents côtés de la ligne polygo- 
nale. Or A'F' est la projection de AF sur OX ; le théorème est donc 
démontré. 

CoROLLAmE I. La projection d’un contour fermé sur un axe, par- 
couru par un mobile dans le même sens , est égale à 0. 

En effet, d’après le théorème que nous venons de démontrer 
on a 

projkB...¥=proj KB, • 

Mais ■ ■ projk¥=. — projFk, 

donc- AF -j-pro/ AB... F =prq; AB... FA=0. 

Corollaire II. Si on’ appelle a, è, c. . ./'les longueurs absolues 
des côtés du contour, et «, p, y. . .ç les angles que ces côtés font 
avec OX, on aura ‘ ^ 

acosa-|-660sp-l-ccosy-|-...-}-/‘ooS9=0. • 

ThéorAhb III. La somme des carrés 
des projections d'une droite sur trois axes . 
rectangulaires est égale au carré, de cette 
même droite. * ' . 

Soient OX, OY, OZ (%. 154), les trois ' > 
axes considérés. Menons OM parallèle et ' 
égale à la droite donnée. Les projections 




/ 

i' 

i 0 

'.y 

/\a 




Fig. 154. 

'de OM sur les axes seront évidemment les mêmes que celles de 
cette droite. ^ 
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Ceci posé, il est visible que là droite OM est la diagonale d’ün 
parallélépipède rectangle dont les arêtes OA, OB, OC sont les pro- 
jections de OM sur les axes. On aura donc , d’après un théorème 
de géométrie élémentaire 

ÜM’ = ür+0B’-fOC‘ [1]', 

ce qu’il fallait démontrer. , 

Théohèhe IV. La somme des carrés des cosinus des angles qu’une 
droite fait avec trois axes rectangulaires est égale à l'unité. 

Désignons (fig. 154) les angles MOÂ, MOB, JMOC par «, p, y. On 
aura OA=OMcosa. d’où 
• - OA 


et de même 


„ OB 

cosp=Qj 

OC 

cosY=^. 


Élevant au carré et ajoutant, il vient - 

. , .0. . ÔÂ’-fÜB'-l-ÔC*. 

C08*«-t-C08*p-|-C0S‘Y= - , 

et, à cause de l’égalité [1], . • 

cos’a COS*p -|- cos * Y= 1 . 

TBêoftÈMK V. Le cosinus de l'angle de deux'- droites est égal à ta 

somme des produits des cosinus des • 
angles que ces droites font avec . trois 
axes rectangulaires.' ' 

^ient OA et OA', ( fig. 155) les 
droites données ; a , p, f, a', p', / les 
angles qu’elles font avec trois axes 
rectangulaires OX , OY, OZ; et V 
l’angle (OA, OA'). 

Prenons OA pour unité; menons 
AP perpendiculaire au plan XOY PQ 
Fig. IIS. . perf^ndiculaire sur OX. Alors on aura 

■ ■ . _ OQ = cosa, PQ=cosp,' AP = cosy. 

Si on projette le contour OQPA et sa résultante OA sur OA', on aura 
4 cosV=OQcos!i'-|-PQcosP'-)-APcosy', 

ou ■ COsV=C0S«C08a'-|-COSpC0SP'-|-C0SYC08ir'; . , 

ce qu’il fallait démontrer.. ' '- • •• 
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Problème. Élwnt données les projections p, q, r d'une droite 
sur trois axes rectangulaires, trouver fa longueur de cette droite 
et les angles que sa direction fait avec les axes. 

Soient DJa droite cherchée et «, p, f les angles qu’elle fait avec les 
axes on aura, en vertu des théorèmes précédents, 


d’où l’on tire 


p’ 


-£-=-Z- = J1- = D 

COSa COSp COSY ’ 


. jL -P l+ü+r!- 


COS’a COS‘P COS’y 


D*. 


par suite 




COSa: 




cosp = 


Vp‘+?‘+^’ 


cosY=- 


S48, JPr<UectlaB« des aires. DÉFINITIONS. 1. La projection d’un 
point sur un plan est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point surJe plan. 

II. La projection d’une ligne sur un plan , est le lieu des projec- 
tions des didérents points de la ligne sur le plan. 

REnARQUE. Les perpendiculaires menées des différents points 
d’une même ligne droite sur un plan étant dans un même plan 
perpendiculaire au plan de projection, on en conclut que la projec- 
tion d’une ligne droite sur un plan est une ligne droite. 

III. La projection d’une aire plane sur un plan est l’aire limitée 
par la projection du contour de l’aire plane. 

‘ 340. Théorème I. La projection (Lune droite sur un plan est 
égale à la longueur de la droite multipliée par le cbsinus de l’angle 
aigu que la droite fait avec_ le plan. 

En effet, la projection d’une droite ÂB sur on plan P, n’est autre 
chose que la projection de AB sur la droite Â'B', qui résulte de 
l’intersection du plan P et d’un plan Q mené par ÂB perpendicu- 
lairement à P. On a donc (en valeur absolue) 

A'B'.- AB cos (AB, A'B'). 

-Mais l’angle (AB, A'B') est par définition Tangte de la droite AB et 
du plan P ; le théorème est dcmc démontré. 

Théorème IL La projection d’une aire plane sur un plan est égale 
au produit de cette aire par le cosinus de l'angle des deux plans. 
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Démontrons d’abord ce théorème pour le cas d’un triangle ; 

1° Supposons d’abord que le 
triangle ABC situé dans un plan P' 
(fig. 156) ait un de ses , côtés BC 
dans le plan de projection P. Soit 
A' la projection de A. Menons AD 
perpendiculaire sur BC. D’après le 
théorème des trois perpendiculaires, 
A'D est perpendiculaire à BC : l’an- 
gle ADA' mesuré donc l’angle des 
f 's ‘58- '' deux plans P et P'. 



Or on a 


aire ABC = 


BCxAD 


, BCXA'D. 

aire A BC= s » 


mais 


A'D = AD cos ADA' ; 


donc «ireA'BC — aireABCxcos ADA' = a»reABCcos(P,P'); 
ce qu’il fallait démontrer. ; - ' 

2° Supposons en second lieu un triangle placé d’une manière 

quelconque par rapport au plan de 
projection ; transportons, ce dernier 
parallèlement A lui -même jusqu’à 
ce qu’il passe par un Sommet B du 
triangle, ce qui ne change rien à la 
projection du triangle ni à l’angle 
que les deux plans font entre eux. 
Soit alors BE (fig. 157} l’intersection 
des plans P et P'. Prolongeons AC jus- 
qu’en E, et soit C' la projection du point C. 

D’après ce que nous venons de voir on aura ■ . 

A'BE = ABE cos (P,P'), 

BC'E = BCEcos(P,P'). ' ' 

Donc A'BE— BC'E = (ABE — BCE) côs(P,P') 

ou . ‘ ’ A'BC' = ABC cos (P , P') ; • • ■ . , 

ce qu’il fallait démontrer. . . . 

3° Soit ABCDE un polygone situé dans un plan P, et A'B'C'D'^sa 
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projection sur le plan P'. On aura, en décomposant le polygone 
proposé et sa projection en triangles, 

Â'B'C' = ABCcos(P,P') 

'• A'CT' = ÂCDcos(P,P') 

A'D'E' = ADEcos(P,P'). 

D’où , en ajoutant A'B'C'D'E' = ABCDE cos (P , P'). 

4» Si l’aire plane considérée est terminée par une courbe, An. 
pourrais considérer comme la limite d’un polygone inscrit. Le ^ 
théorème démontré s’étendra donc à ce nouveau cas , puisqu’il 
est vrai , quelque grand que soit le nombre des côtés du polygmé 
inscrit. ■ 

Théorème III. La somme des carrés des projections d’une aire , 
plane svr trois plans perpendiculaires est égale au carré de cette ^ • 

aire. •' 

' Ce théorème est une conséquence du précédent et du théorème III . 
du n« 547. Nous laissôns aux élèves le soin de le démontrer. 

I « 

- Remarque. Dans tout ce qui précède, les projections des aires 
sont prises en valeur absolue. Quelques théories de mécanique , 
principalément celle des mouvements de rotation , conduisent à 
' considérer ces projections comme positives ou négatives. Voici 
alors la convention qu’on adopte. ’ 

Une perpendiculaire étant menée au plan de projection P est . , 
considérée commd positive d’un côté de ce plan , et comme néga- 
tive de l’autre côté. Nommons cette perpendiculaire axe du plan de ‘ • 
projection. Élevons d’un côté déterminé du plan Q de l’aire pro- . 
jetée A une perpendiculaire que nous nommerons aussi son axe. 
Alors l’angle V du plan Q et du plan P sera l’angle formé par l’axe ^ 
du plan Q et la partie positive de l’axe du plan P. La projection de 
l’aire plane sera encore représentée par A cos Y et sera positive ou 
négative , suivant que l’angle Y sera aigu ou obtus. _ ■ 

.si , de plus, on prend sur l’axe du plan Q une longueur"propor- 
tiônnelle à l’aire A, on voit que AcosV. pourra être considérée 
comme la projection de cette droite sur Taxe du plan P. En sorte 
que la projection des aires ^sera ainsi ramenée à la projec tion ^d es ’* 
droites et donnera lieu aux mêmes propriétés. * t 


3S0. AppucatioSs. L’importance des projections en Gcoinéirie pure et en Mé-* 
■ canique , nous engage à traiter eneore quelques questions qui s'y rapporifent. 

Théohèbe; la projêelion d'une droite tur une autre peut t’obtenir en^rojetant 
la première tur trois axes rectangulaires , et en faisant là somme algébrique .de 
ees projections projetées sur ja seconde droite. 

Soiènt A et B les directions des deux droites contlddréeB, directions déflniés 
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par les angles «, y; X. p. v qu'elles forment a\'ec trois axes Sxea; p, q, r les 
projectious sur ces axes d'une longueur l prise sur la première droite. Ou aura 

p=2cosa, q = lcosp, r=IcoEY> 

et, si on projette p, g, r sur la droite B, on obtiendra les projections 

icosacosX, Icospcosp, I'costcosv, 

^ dont la somme i (cos a cos X + cos p cos p + cos y cos v), 

' est égale è ' l cos V j 

. en appelant V l'angle des deux droites, et en se rappelant que l'on a (3S7, th. V) 
cos V =: COE O cos X + COS P COS |1 + COS Y COS V. 

Mais, { cos V est la projection de 1 sur B ; le théorème est donc démontré. 

Rkmakove. On a un théorème analogue pour les aires, en remplaçant les 
angles des droites par les angles que forment les normales aux plans de ces 
•ires. ' ' 

• TBéôeËnK. Piiitieurs droites de'termin/es de longueur et de direction étant 
situées d'une manière quelconque dans l’espacq, il existe une droite déter- 
_ minée dé grandeur et de direction, telle que sa projection sur un axe quelconque 
est égale à la somme des projeçlions des droites données sur le même axe. 

Soient l la. p, y), l'C»', P', les longueurs proposées el les angles qui dé- 
finissent leurs dirertions par rapport à trois axes fixes*, enfin , D (X, p, vJ une 
droite quelconque. Posons 


. . . A = lcqs a + Pcoso' -t- .... . 

B = 1 cos p + /' cos P' -f, 

^ , C =i cos Y + f cos y" + ■.. 

D'après le théorème préi édenl, la somme des jirojeclions des droites données 
Mir D, sera . 

A cos X + B cos p -f C cos v, , 


F— ^ 

«K 


T COS X + - 


B 


ou v^A’-rh’+l.’ I ■ , 

Si nou.s posons A’+ B( + C’ = B*, il vient 


cos p + 


VA’-t-BHC' 


r* COSv t. 

•’ J 


cos X + ^ cos p + X7 cos 

A 'A 


Or, les trois r.-q)porls sont moindres que l'unité el la somme de leurs 

carres est égale à I : on peut donc les considérer comme les cosinus des angles 
qu'une droite E ferait avec les axes, el poser ° 

* S 

# A B * C . ‘ ■ 

. jj = COSXc, g = COBpi, g=^COSV|, 

.et alors, l’expression [ 1 ] se réduit à , , ,■ . 

_ Il[cosXco$X, 4- cospeosp, + coa.v cosv,], .. . - 

‘ R cos V, . ' 

J y étant 1 angle des droites D et E. Mais B cos V est la projection, sur la droite D, 


']■ 


f']* 
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d’iine droUe'de longueur déterminée R, dirigée sulvant'E; le lliéorème est 
donc démontré. 

KEMARQur.. Si l’on transporte lesdroitesi, V, etc., parallèlement à elles-mêmes 
de manière à l'urnieruu contour polygonal, leur résultanle, c’est-à-dire la droite 
qui fermera le polygone, ne sera autre chose que la droite H. 

pROBLèiiE. Trouver l'uxe tut lequel la somme algébrique des projections de 
pluiieuri droites données, est la plus grande possible. 

Coiiservaot les mêmes notations que dans le tliéorème précédent, on volt 
que ce Ihéorème ramène la question à rlierclier la droite sur laquelle la pro- 
jection de la droite R est la plus grande possible. Or, comme la projection d’une, 
droite ne peut être plus grande que cette droite, on voit que la droite E, ou 
tome parallèle à E, résout le problème proposé. • 

Celte direction est celle de la résultante des droites considérées. 

Reiarques. 1. La somme des projections des droites est nulle sur tout axe , 
perpendiculaire à la droite E. ' , _ 


II. Celte somme est la même sur tous les axes qui font le même angle avec 
la droite E. 

III. On peut se poser la même question relativement aux projections des 
aires, et on arrive, par le même calcul, à déterminer, ce qu’en Mécanique,- on 
appelle le plan du maximum des aires. 

Exercices. I. Tbëobème. Dans tout tétraèdre, l’aire d’une face quelconque est- 
égale à la somme des produits des autres faces par les cosinus des angles 
qu’elles font arec la' première. 

Ainsi , a, b, c, <t désignant les aires des faces du tétraèdre proposé, on a 
a=b cos (a, b) + c cos (a, c) -i- d cos (a, d). 

CoROLLAHiE. On déduit, du théorème précédent, la formule 

o*= b’ -f c* -t- (P — î[bc cos (b, c) + bd cos (b,d) -f- cd cos(cd<]. 

II. Soit I* le volume d'un tétraèdre, et I l’arête commune aux deux facesoel 
b , ou a ■ 

. ' „ îobslnfo.b) ■. 

Tl 



CHAPITRE 11. 

DES COORDONNEES RECTILIGNES. 

t •• • « 

§ < . BEPBÉ8ENTATI0N d’üM POINT. . 

551 . Noua avons vu, dans la Géométrie analytique à deux dimen- 
sions, comment on représente un point .situé dans un plan. Pro- 
- posons-nous mainteniint de résoudre la même question a l'égard ' * 
d’un point situé d'une manière quelconque dans l’espace. 
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Tout ensemble de constructions propres à faire retrouver un 
point constituera un système de coordonnées et permettra de re- 
présenter le point à l’aide des éléments variables de cette construc- 
tion. On comprend dès lors qu’il existe une infinité de systèmes de 
coordonnées. Le plus usité est celui des coordonnées rectilignes 
que nous {filons foire connaître. 

532. Coordonnées rectlUlTnes. Ï)ÉF1NITI0NS. Tout système de 
coordonnées rectilignes comprend essentiellement trois droites fixes 

ÜX, OY, OZ (fig. 168), qui passent par 
un même point ou origine O. On les 
nomme axes et on les distingue les uns 
des autres par les noms d’axes des x , ’ 
des y et des s. 

Les trois axes pris deux è deux dé- 
terminent trois plans XOY, XOZ , YOZ, 
nommés plans coordonnés. Le premier 
est appelé plan des xy, et les deux au- v 
très pians des xz et des yz. 

' ■ Le système des coordonnées est dK 
rectangulaire lorsque chaque axe est 
perpendiculaire au plan des deux autres. Dans tout autre cas le 
système est oblique. , 

333. R«pré*Mtattoa d*a« poiat. Ayant fait choix d’un système ^ 

^ d’axes, imaginons que, par un point M de l’espace, ou ait mené trois 
plans parallèles aux plans coordonnés , et qui rencontrent les axes 
OX, OY et OZ respectivement aux points A, B et G. Les longueurs ‘ 

. ‘ OA, OB,- OC seront ce que nous appellerons coordonnées du 
point M. Ainsi la' coordonnée d'un point relative à un axe est 
la portion de cet axe interceptée entre le plan des deux autres aXes 
. et un plan parallèle mené par le point. 

On peut encore envisager ces coordonnées sous un autre point 
.. de vue. Les trois plans fixes et leurs parallèles menés par le point 
M forment un parallélépipède en général oblique. Nommons MP , 

MQ, MR les arêtes qui passent par le point M, on aura 

— . MP = OA, MQ = OB, MR = OC. 

' Ainsi les coordonnées d’un point sont encore les distancés de ce 

point aux trois plans coordonnés, chaque distance étant estimée pa- 
rallèlement à' C axe non situé dans le plan coitsidéré. 

* •• 

< ' ' Remarques. I. Nous désignerons en général par æ;, y et a les 

coordonnées d’un point M suivant l'axe sur lequel on les compte. 
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Par exemple si OA = 4 , OB = 3 , OC — 2 iioùs dirons que le point 
M a pour coordonnées - - - . . 

x = A, y— 3, a = 2. ‘ • 

II. Nous désignerons souvent un point par ses coordonnées pla- 
cées entre parenthèses. Ainsi (x', y', s") désigne le point qui a 
pour coordonnées . , ’ 

X = X, y y , ^ 2 . 

Sd4. fliiiriies des coordonnées. Lorsqu’un point est donné, ses' , 
coordonnées sont ]>ar cela même déterminées. Réciproquement les 
coordonnées d’un point déterminent ce point, pourvu que l’on saclie . ' 
en outre dans quel sens ces longueurs doivent être portées sur 
l’axe correspondant à partir de l’origine. . 

En effet , portons sur les trois axes et dans le sens indiqué , les 
longueurs OA, OB, OC respectivement égales aux coordonnées du . 
point. Ce point devra se trouver sur le plan parallèle au plan YOZ, 
mené par le point A , puisque ce plan est le lieu de tous les points 
dont la distance au plan YOZ, comptée parallèlement à OX et située 
du côté indiqué de ce plan, est égale à OA. Par la même raison ce 
point sera sur deux autres plans menés respectivement par les points .• - 
B et C parallèlement à XOZ et à XOY : il se trouvera donc à l’inter- - 
section des trois plans. , '‘- 

On voit par là que le sens suivant lequel sont portées sur chaque 
axe les coordonnées d’un point , constitue un élément essentiel à la ' ' . 
détermination do ce point. Pour désigner ce sens clairement et . 
d’une manière conforme "au caractère de la langue algébrique, nous - • 
emploierons les signes -f- et — . Toute coordonnée aéra repré- 
sentée par un nombre affecté d’un signe i le nombre indiquera la' 
valeur absolue de cette longueur, rapportée à une unité convenue , 
mais d’ailleurs arbitraire ; le signe désignera le iens suivant lequel 
cette longueur sera comptée sur l’axe correspondant à partir de 
l’origine. Les déflnitions données au n" Si53 ne se rapportaient qu’à ' 
la grandeur absolue des coordonnées. 

Remarques. I. L’origine partage chacun des axes en deux seg- 
ments infinis qu'on peut nommer la partie positive et la partie 
négative de cet axe. Nous' désignerons toujours la première par 
OX,OY ou PZ. Ainsi l’inspection seule de la figuré indiquera les 
conventions relatives aux signes , sans que nous aurons besoin d’en 
avertir expressément. • ■ 

II. Le plan des xy partage l’espace infini en deux régions. Le z , % 

d’un point situé dans l’une de ces régions est positif; il est négatif . 
dans l’autre. Même remarque relativement aux autres plans. 

III. Les trois plans coordonnés déterminent huit angles trièdrea. 
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Tout point situé dans l’angle OXTZ a scs coordonnées positifëis; 
tout point situé dans l’angle OXYZ' a son x et son y positifs, ■ 
son Z négatif, etc. ' ' ~ ; 

Nous engageons les élèves à former eux-mêmes le tableau des 
combinaisons de signes que présentent les coordonnées d’un poinft^ 
süivant sa position dans l’un des huit angles trièdres. Ils se familia- 
riseront ainsi avec les diver>es conséquences de l’importante con- V 
vention des signes. Ils verront, par exemple, que les coordonnées de " 
‘ tnéme nom de deux points situés dans deux angles trièdres opposés -^ 
sont de signes contraires; que celles de deux points symétriquement^ 
placés par rapport à l’origine sont égales et de signes contraires 
qu’un point situé à l’intersection des trois plans bisecteurs d'un . 
des angles trièdres a ses coordonnées égales en valeur absolue , etc. 

53d. Problème. Étant données les coordonnées x', y, z' ;■ x”, y", z* r, 
de deux points M' et M", trouver leur distance. 

' Si par les points M' et M" on mène des plans parallèles éux plans 
.coordonnés, on obtient un parallélépipède dont M'M" est la dia- 
gonale et dont les arêtes sont les valeurs absolues des diBérences 
oT—aé, y"—y\ z"—z'. 

Quand les axes sont rectangulaires ce parallélépipède est rec- 
tangle et le rarré de la distance M'.\l" est égal à la somme des carrés 
de trois aréites contiguës. On a donc 

S‘={x"-x'W/-y'Ÿ-\-{^-^~' , 


d'où s= v'(x"— x'}* -h {tf— y')*-\-iz"—z')' ; 

le second membre conservant la même valeur lorsque le signe d’une 
des différences vient à changer, cette formule est générale. 

Quand les axes sont obliques la question revient à exprimer la 
',u diagonale d’un parallélépipède oblique 
en fonction des arêtes et des angles que 
ces arêtes font entre elles. 

Soit dans cecasM'BRAQM"PC (fig. f59) 
le parallélépipède en question. Posons 
pour abréger 

' MA = tf, MB=/‘, Mc=y. 



Appelons X, p, v les angles des axes ou 
des arêtes du parallélépipède, et a, p, .y 


.B a, 

Fig. is'v. , 

les angles des axés et de la diagonale M'M" 

' .Si on projette sur M.'M* la ligne polygonale M'ARM" on aura 


ou 


5 = e cos « -f- /"cos P ÿ cos Y 
S*= e.'î cos a -{-/■. 5 cos p . Scosy 


•[ 1 ].' 
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Mais si on projelte M'M" et M'ARM" sur M'A , on a 

Scos« = e-|-/'cosv-f-fl'cosii [2]. 

On aura de même 5cosp=<;cosv-f-/'+ÿco9^ [3] ' 

ScosY=ecos(x-t-/'co8^ + 5r [4]. 

Ces valeurs transportées dans l’équation [1] donnent 


S*=e*-|-/’-|-ÿ’-|-2/ÿ cosX-{- 2 eg cos p + 2 e/’cos y 

• ou en remplaçant e, f, g par x " — x\ y" — y', z " — z’ , et extrayant 
la racine carrée : 

. Aa^' -x')*+(y"-y')‘+(s"-z')*+2(y"-y') {z"-z ') cos X \ 

V +2(;r" — x'){z" — ü')cos[ii.4‘2(iP" — in’)(y" — y')cosv 

Cette formule est générale, car on voit que si y" — y' change de 
signe l’angle X change d’espèce, et par suite cos X prend un signe 
opposé à celui qu’il avait d’abord. Ainsi deux facteurs du produit 

(y*— y’) (-'—a') cos X 

changent de signe en même temps : le signe du produit reste donc 
toujours explicitement le même. 

Excrcices. I. Prouver qu’il existe une relation entre les lignes trigonométri- 
ques des angles qu’une droite Tait avec trois axes obliques. ’Ti'OUver cette rela- 
., lion: montrera priori qu’elle doit être du second degré. * 

II. Une droite fait le même angle avec trois axes rectangulaires; trouver cet 
angle. Même problème , les axes étant obliques. 

III. Une droite étant donnée par un de ses points et par sa direction , trou- 

ver sur celte droite un sécond |K>int situé S une distance donnée du pre- 
mier. . • . 

IV. Trois axes sont rectangulaires lorsque. la relation 

cos ’« -t- cos’ P -f cos’t = I 
a lieu pour trois droites distinctes. 



■ • S 2. EEPBÉSBNTATION DES 8DBVACES ET DES LIGNES. 

536. Slirnlflention des éqaatloas Isolées à ane, deax en trois 
variables. Nous venons de voir qu’un point M est déterminé lors- ’ 
qu'on connaît ses coordonnées , ou , ce qui revient au même , lors- 
qu’on donne les trois équations ' • ' 

x = a, y = b, z—c. 

a, b, c, représentant des nombrés connus. Trois équations -dis- - 




: .Digilizfed by Google 


302 géométrie analytique a trois dimensions. 

tincles entre les trois variables a-, y, z détermineraient autant de 
points que ces équations ont de solutions communes. 

Mais si on ne donne qu’une ou deux coordonnées, on , ce qui re- 
vient au même, une ou deux équations entre les coordonnées, il y 
aura une infinité de points qui rempliront les mêmes conditions. 
Leur ensemble formera alors un lieu géométrique dont nous allons 
chercher à déterminer la nature. 


537. 1* Supposons d’abord qu’on ait l’équation 


z = c 


[ 1 ]. 


Tous les points qui satisfont à cette condition sont ceux dont la 

distance au plan xy, comptée parallè- 
lement à l’axe des z , est algébrique- 
ment égale à c. Le lieu sera donc un 
plan AC B (fig. 160) parallèle au plan 

* XOY coupant l’axe OZ en un point C à 

une distance OC de l’origine égale en 
valeur absolue à c et situé du côté in- 

,■ diqué par le signe de celte quantité. 

Si on avait l’équation 



Fig. IM. 




[ 2 ], 


on verrait en la résolvant qu’elle équivaut à plusieurs équations 


c • z c 


analogues à l’équation [1]. Par conséquent 

Toute équation qui ne renferuie qu’une variable représente un ou 
plusieurs plans parallèles au plan des axes dont les coordonnées 
n'entrent pas dans l'équation. 

Remarques. I. e= 0 représente le plan des xy;y=0 le plan 
des xs\ x = 0\e plan des yz. 

II. L’équation [2] peut n’avoir que des racines imaginaires : il 
est clair alors qu’elle ne représente rien du tout, ce qu’on peut 
exprimer en disant qu’elle représente des plans imaginaires. 

^ 338. 2° Soit donnée l’équation 

nx,y) = Q [ 3 ]. 

Soit C (fig. 161) la courbe qui, sur le plan des xy, et rapportée 
aux axes OX , OY, a pour équation /"Or, y) =0 ; et soit D un de ses 
points. Si l’on mène DE parallèle à OZ , tous les points de DE 
auront môme x et même y que le point D, et par suite leurs coor- 
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données satisferont à l’équation [3], qui ne renferme pas£. L'en- 
z semble des points représentés par cette 

équation s’obtiendra donc en faisant glis- 
’’ ser une parallèle à l'axe des - , de ma- 
^ nière qu’elle rencontre toujours la cour- 
be C. Donc 

Une équation à deux variables repré- 
sente une surface cylindrique dont la gé- 
nératrice est parallèle à celui des axes 
dont la variable n'entre pas dans l’équa- 
Fig. 161. flore. 

Si f{x, y) est du premier degré, la courbe C se réduit à une 
droite, et par suite le cylindre à un plan. 

Toute équation du premier degré à deux variables représente un 
plan parallèle à celui des axes dont la variable n’entre pas dans 
l'équation. 

Exemple. !• L’équation | + | = i 

représente un ptan parallèle à l’axe des %. Ce plan coupe le plan des xy , sui- 
vant une droite qui rencontre l’axe des x è trois unités de distance du point O, 
et l’axe des y à deux unités de distance du même point. Ce plan coupe le plan 
des yx suivant une droite qui , rapportée aux axes OZ , OX , a >pour équa- 
tion x=2. 

2* L’équation Sy = Zx 

représente un plan qui passe par l’axe des x. 

RéciPROQüEMENT. Toute surface cylindrique dont les génératrices 
sont parallèles à l’un des axes , à l'axe des z par exemple , est repré- 
sentée par une équation qui ne renferme que les deux variables x et y. 

Car évidemment les coordonnées de tous ses points satisfont à 
l’équation de sa trace sur le plan des xy. 

380. 3° Soit enfin l'équation 

f(x,y,z) = 0 [4], 

Si on la suppose résolue par rapport à g , on obtiendra une équation 
telle que 

z = <f(x, y) [5]. 

Si on donne à x et y deux valeurs déterrninées , l’équation four- 
nira une valeur correspondante de 3, et l’on obtiendra un point; 
et comme en faisant varier infiniment peu xety, s variera aussi in- 
finiment peu, on voit que l’ensemble de ces points formera, en 
général, une surface continue. 

Ainsi toute équation à trois variables représente une surface. 
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Ajoutons que si l’équation [4] résolue fournissait plusieurs va- 
leurs de s 

z = <t(x,y), 2 =<j-(ar,y),... 

la surface se composerait d’autant de nappes qu’il y aurait de va- 
leurs de 3. , ‘ 

Réciproquement. Toute surface est représentée par une équation 
qui contient en général trois variables ; car, excepté le cas d’un 
cylindre parallèle à l’un des axes, le z d’un point sera déterminé 
quand 4>n donnera les deux autres variables; z sera donc unefonc- 
tionde x et de y, en sorte que la surface pourra être représentée par 

.• ’ a = ?(a:,y), 

ou, ce qui revient au même, par ' • ’ 

f{x,y,z)=(i. 

S60. fllifBiaeatloB des fvamtlOBa •imaltenée*. Les deux équa- 
tions ' • 

■ • f(x,y,z)=:0 [1], ■. 

. f{x,y,z) — 0 [2], 

représentant chacune une surface, leur ensemble représentera tous 
lea points commuas à ces deux surfaces, c'est-à-dire une ligne. 

Réciproquement toute ligne pouvant être considérée comme l’in- 
tersection de deux surfaces , pourra toujours être représentée par 
deux équations sitnuUances, et cela d'une infinité de manières. 

ExnPLES. N* Les équations x = 0 

(Mc-|-by = c, 

représentent, ta première te ptan des xy, ta deuxième un ptan paratièle à l’axe 
des X (3S7, 2*). Leur ensemble représente une droite située dans le plan des xy. 

3* Les équations . x = a 

• t 

' ' ' 0 iT-|-l>y=e, 

représentent l’intersection d’un plan parallèle au plan des xy et d*un autre plan 
parallèle à Vaxe des x ; c’est, donc une droite parallèle au plan des xy. 

3* Les équations • x = a 

{x-xj + iy-y'f = ^^. 

\ * 

représentent l’une un ptan parallèle au plan xy , et l’autre un cylindre à base 
circulaire, dont la génératrice est parallèle à l’axe des x; leur ensemble repré- 
sente donc une clrconrérence de cercle parallèle au plan des ity. 
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Remarqcbs. I. Si f{x^y,s)=(i est l’équation d’une surface, 
f{x,y,0) — 0 

sera l’équation , par rapport aux axes OX, OT, de l’intersection de 
cette surface et du plan des xy, ouj en d’autres termes, représen- 
tera la trace de la. surface considérée sur le plan des xy. 

Plus généralement, f\x,y,a) = 0 

sera l’équation de l’intersection du plan a = a, et de la surface 
représentée par l’équation ‘ 

.. . . f[x,y,s] = 0. ... 

U. Parmi l’infinité de surfaces qu’on peut faire passer par uno 
ligne donnée, il y aura le plus souvent avantage à choisir deux 
surfaces cylindriques dont chacune soit parallèle à l’un des axes. 
La ligne sera représentée alors par deux équations à deux varia- 
bles. ' ■ 

Au reste, si une ligne est donnée par deux équations contenant 
les trois variables, en éliminant tour à tour l’une d’elles, on ob- 
tiendra les équations de deux cylindres passant par la ligne con- 
sidérée. 

Plus généralement, toute combinaison des deux équations de la 
ligne pourra remplacer l’une d’elles. 


5G1. De même que deux équations simultanées représentent l’in- 
tersection de deux surfaces, trois équations simultanées représentent 
l’intersection de trois surfaces, c’est-à-dire un ou plusieurs points, 
et nous revenons ainsi à une notion établie dès le commen- 
cement de ce chapitre. 

L'intersection d’une ligne et d’une surface s’obtiendra en consi- 
dérant comme simultanées les équations de la ligne et celle de la 
surface. 


362. Applications. Pour éclaircir les généralités qui précèdent, 
nous allons les appliquer à quelques exemples. 

ÉqaatioB» de 1b liRue droite. A moins qu’une ligne droite ne 
soit parallèle au plan desa;y, on pourra toujours imaginer deux plans 
.qui la contiennent, l’un parallèle à l’axe des y, l’autre à l’axe des x, 
et qui auront respectivement pour équations 


x — az-\-p 
y = bz + q 


'■ [!]• '■ 


Ce seront donc les équations de la ligne droite considérée. 

' Si la droite était parallèle au plan des xy, les deux plans dont 

V .. 20 


■* - 
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nous vcnoM de parler se confondraient en un seul , représenté par 
*une équation de la forme 

Z = a; 


mais en menant un plan parallèle à Taxe des s , on aurait une 
seconde équation 

oa: -)- ty = c , 

qui, réunie à la première, déterminerait complètement la posi- 
tion de la droite. 

Ainsi /ou/e droi/e peu/ é/re représentée par deux équations à une 
ou deux variabtes et réciproquement deux équations à une ou deux 
variables représentent une ligne droite, puisque nous savons que de 
pareilles équations représentent toujours des plans et que par suite 
leur ensemble représente l'intersection de ces plans , c’est-à-dire 
une ligne droite. 

Plus généralement deux équations du premier degré à trois va- 
riables représentent une droite, puisqu’on éliminant tour à tour a; 
et g entre elles, on arrive à deux équations qui ne contiennent 
chacune que deux variables.. 


565. Le plus souvent nous mettrons les équations d’une droite 
sous la forme 


x=az-{-p ) 
y = bz + q ) 



et il importe de bien fixer la signi^tion des constantes qui y 
entrent. 

Or, si l’on suppose «=0, on obtient 


y=9- 

Les constantes p et y sont donc les coordonnées' du point où la 
droite rencontre le plan des ary. *■ ,r 

L’équation x=az-^p 

représente la projection de la droite sur le plan des «a (projection 
faite parallèlement à l’axe des y). Et il en est de même de l’équation 


y=*-+î- 


Ainsi a et b sont les coefficients angulaires des projections de la 
droite sur les plans des'awt et des ya.. 

. * Pour obtenir la projection de la droite sur le plan des xg, il suf- 
firait d’éliminer z entre les deux équations [1] ce qui donnerait 

x—p _ g—q 

a - b ' .... .. • < 
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804. da pU». Soit 0t>— ê (fig. 162) la perpendicu* 

laire abaissée de l’origine sur le plan ; y I^s angles formés par 

OD avec les axes; M un point du 
plan. Menons MP parallèle à OZ et 
terminée au plan XOY ; PQ parallèle 
à OY et terminée à OX. Nous aurons 

OQ^a:, P'Q = y, MP=3. 

_ Si nous projetons sur OD la ligne 
polygonale OQPMD, nous aurons, à 
cause que la projection de MD, per- 
pendiculaire à OD , est nulle , 

a; co s a 4- y co s 8 4- a co s Y = S . 

Fig. 161. 



Cette relation ayant lieu entre les coordonnées d’un point quel- 
conque du plan., est donc l’équation do plan lui-môme. Ainsi 
l’équation d’un plan est du premier degré. 

Réciproquement, toute équation du premier degré représente un • 
plan. En effet, soit ‘ ‘ ’ 


. [S] 


une équation du premier degré : prenons deux points sur la sur- - 
face qu’elle détermine et joignons-Ies par une droite. Celte ligne 
pourra être représentée par deux équations telles que 


ax-\-by -\-cz =d ) 
alx-{-b'g-\-c'z — d/] 



et, d’après notre hypothèse même , les équations [S] et [D] seront ' 
satisfaites par dteux systèmes de valeurs de x, y et s. Mais on sait • 
que trois équations du premier degré qui ont deux solutions com- 
munes ont toutes leurs solutions communes. Donc , tout point ' ^ s 
situé sur la droite [D] est sur la surface {Sj. Donc cette surface est 
unpian, puisqu’elle jouit de la propriété de contenir en entier toute 
droite menée par deux de ses points. < ' ' ■ 


S6S. É«aatioB de Wapkère. Soient' (d, b, e) le centre et R le. 
rayon. Prenons des axes quelconques. L’équation 

(jr— A)*-}-(a — 6)(a— c)cosX-f(a;— n)(3 — e)cos(x 
-j-2(x — o)(y — ô)cosv=R* • [1] 

. * r. G 

représPtiiinisqtfacenipiiérique, puisqu’elle exprime que la distance 
d’un point quelconque du lieu (a;, y, a) au centre (a, A, e) est con- 
stante et égalé à R. ' . •• : • 


Digiti/ed by Google 



308 ' r.ioMÈTRIt ÀIULTTICK» A TROIS DHIBNSI0N8. 

Quand on suppose les axes rectangulaires 

COSX = 0, COS[i = 0, * CO8v = 0, 
et réquation se réduit à 

(a: — O)» + (y — i)* -)- (a — c)* = R*. 

Si , de plus , l’origine est prise au centre, c’est-à-dire si 
a = 0, 6 = 0, c = 0, 

elle devient plus simplement ■ ' 

a^-|-y’-|-a’=R*. 

Cette dernière équation est la plus commode pour étudier analyti- 
quement les propriétés de la sphère. 

Comme celte équation ne change pas quand on change ie signe 
d’une descoordonnées, on en conclut que la surface représentée est 
symétrique par rapport à chacun des trois plans coordonnés. 

Quand on change à la fois x en -^x, y en — y, s en — z, l’équation 
reste la même. Donc les points de la surface sont symétriques deux 
à deux par rapport à l’origine, ou en d’autres termes, l’origine par- 
tage en deux parties égales les droites qui y passent et qui sont ter- 
minées à la surface. . . 

Si l’on donne à z une valeur constante a, l'équation à laquelle on 
parvient . 

. , a;* + y* = R» — «« [2} 

représente, dans le plan qui a pour équation z=«, l’intersection, de 
ce pian et de la surface. 11 en résulte que toüt plan parallèle à l’un 
des plans coordonnés coupe la surface suivant un cercle. 

L'équation [2] devient impossibles! l’on suppose a* > R*, c’est-à- 
dire a > R ou •< — R. Donc la surface est tout entière comprise entre 
deux plans parallèles au plan des xy, menés de part et d’autre 'de 
ce plan , à une distance égale à R. 

.Ces exemples suffisent pour montrer comment de la déRnition 
d’une surface on peut déduire son équation ; et comment l’équation 
à son tour fait découvrir les propriétés de la surface. C’est le seul 
but que nous nous proposions pour le moment. ' . 

566. Beprèsentatlon Kéomèlrt^oe des fonctlens de denx varia- 
bles. En considérant la fonction proposée et ses deux variables comme 
les ccordonnées d’un point, on obtiendra une surface dont la forme 
sera très-propre à montrer les divers états par lesquels pisse la fonc- 
tion. Toutefois comme l’exécution d’une surface en relief est bien 
moins facile que ie tracé d’une courbe , on comprend que cette repré- ' 
sentation des fonctions de deux variables est bien moins fréquenté 
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que celle des fonctions d’une seule variable. La constniclion, restée 
le plus souvent à l’état de simple projet, servira seulement à faire ' 

image et à faciliter la conception de certaines lois compliquées. . ' 

Quelquefois on représentera la fonction par une distance 
comptée à partir d’une certaine origine. Les deux variables seront 
assimilées à l’a: et à l'y de l’extrémité de cette distance; quant à la ' 
troisième coordonnée, çlle sera une conséquence des deux autres, 
puisque des deux relations 

R = /‘(a:,y), R* = a::*4-y*-j-s* 

on tirera , par l’élimination de R, une valeur de s en fonction de a; 
et de y. Le lieu de» extrémités de la droite R représentera la fonc- 
tion donnée. Et si la surface à laquelle on parvient ainsi est une 
de celles dont les géomètres aient déjà fait une étude détaillée, 
chacune des propriétés que l’on en connaîtra fournira sans calcul et . 
d’une manière intuitive , une propriété correspondante de la fonc- 
tion. Nous allons en donner un exemple. 

' I.es forces élastiques appliquées en un même point d’un corps solide, et qui 
agissent sur tes divers élénieuts plans menés par cc point, sont assujetties à 

une loi très-simple > si F el F*s0nl 
deux de ces forces, N et N' les T 

normales aux plans sur lesquels 
elles agissent, la projection de F 
sur N' doit être égale i la projec- - 
tibn deF'surN. CeUeloipermel, . 
èOmme nous allons le voir, de 
déterminer toutes les forces élas- 
tiques, en nombre Infini qui sont 
appliquées au même point, -quand 
on connaît trois d'enlreelles,ei les- 
plans sur lesquels elles agissent ^ 

En effet, supposons que OAr=o, < ' 

OB=b, OC=c (Bg. Ki3) repré- 
sentent, pour la grandeur et la 
direction, trois forces élasUques 
agissant sur trois plans rectauguiàires YOZ, XOZ, XüY que nous prendrons 
pour plans coordonnés. _ , 


Nommons 


a' 



' a 

- 

. 

’ 


V 

V 

les projections des droites | 

b 
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<! ) 
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* .. 

SUT les axes des 

X 

y 
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et - . 

e 

f 

9 






les cosinus des angles que la droite ON fait avec ces axes. ' ' 

Soient OM une quelconque des forces , cl ON la normafe au plan sur lequel 
elle .agit : proposons-nous de trouver le lieu des points M, _ 


zl 
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Ia projection de OA sur ON est égale è la somme des lignes a\ 
léessur ON. On aura donc en vertu de la loi admise 

, af, proje* 

» se — ole + a^f-^eé'g 

Il], • 

et, de même, ' ' y=Ve+Vf+Vg '1 

w. 

/ - x= (fe+(ff+ ég ' ■ - 

■. ■. L®]' 

Mais, on wUi d’un théocème connu, on a 

• - 

t' + p + gs = i 

' [*],■ 


el. en éliminant e, f, g entre ces «jiHitre équations, no» aurons la relation 
cherchée entre x, y et x, ou l’équation de la surface. 

Pour faire cette élimination, nous résoudrons d’abord les trois premières, ce 
qui nous donnera 

‘ ■' ■ rci 

p-C-R-5 - 

en posant, pour abréger, . ■ . ' 

î)=za'b'e'+a’b"d'+aV>’’cr—a'b’(r—a'’V’(f—(n'(r. ' 

P = (b'c'— + (o'"c" - o’c’} y + [u'M— o"t') A,‘ 

, Q=(6V — b'’c')z + (o’c' — a"<f)y + {a"b'" — a'lf)x, 


R=r(li«e«'—yO« +(«*«'— o’c*)y + («'6'— 

V 


DefSl.ontire 


-8l-‘2±£±£.-L, 

P’ (P“R'“P’ + Q’+R’~D’‘ 


ou, en ayant égard è l’équation [t] 


,.P»+Q’+R==IP. 


Telle est l’équation cherchée. On voit qu’en développant P’.Q^R*, elle sera du 
second degré. Elle représente une surface que nous étudierons plus tard sous 
Je nom d'ellipsoïde. L'équation se simplifie lorsque l'on suppose que les forces 
a, è, c sont dirigées suivant les axes : elle se réduit alors è ' 



6 W + oVy’ + b W = o’b V , 


b>^c» * 



CHAPITRE III. 

DE LA TRANSFORMATION DÉS COORDONNÉES. 


307. VttlHè de le traneforinatlon des coordonnées. L’équntion 
-d’une surface dépend des axes auxquels on la rapporte et est 

, . ' . 

* Voy. le remarquable ouvrage publié par M. Lamé : Leçons »ur la théorie ma- 
thématique de Pélatticilé des corps solides. ‘ - 
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plus OU moins simple suivant le système dont on a fait choix. Ainsi 
la sphère qui, dans le cas le plus général, a poar équation 

.. (®— a)’+(y— è)’+(s— C)* + 2(ÿ— A) (s— c>cos).+ 2 (a— c)(«— d) cbs u. 

• +2(x — ^o)(y— 6)cosv=R* ' _ 

ést i«pi^ntée simplement par l’équation - 

■ _a;*+y*+a’=R‘ ' ” . 

quand on prend des axes reotangulaires et que i’on place l’origine 
au centre. . , 

L’équation dn plan est . /' 

Aa?-f-By-)-Carj-D=0 . 

dans un système quelconque ; elle devient . .. 

a = a . ‘ . . ( 

. lorsque le plan des xy est parallèle à- ce plan ; et elle se réduit 
même à 

r = 0 

■V 

si l’on prend l’axe des x et celui des y dans le plan proposé. 

• line ligne étant déterminée par l’intersection de deux surfaces-, 
sera représentée par deux équations plus ou moins simples suivant 
le système d’axes qu’on aura adopté. 

Ges exemples sufflsent pour montrer qu’il peut y avoir avantage 
à passer de l’équation d’une surface rapportéé à certains axes à 
l’équation de la mêoie surface rapportée à d’autres axes. Le pro- 
blème revient évidemment à exprimer les coordonnées d’un point 
considéré dans l'anoten système en fonction de ises coordonnées 
dans le nouveau,«t à substituer ces valeursdans l’équation proposée. 

Pour plus de clarté nous supposerons qu’on ne change pas d’a- 
bord tous les éléments du système. Dans une première transforma- 
tion, on déplacera l’origine 
axes changer la direction de» 
sans; dans une seconde, 
l’origine restant la niéme, 
on fera varier seulement la 
direction des axes. ' . ' 

Première Sransforina- 
tion. Déplacement de l’orl- 

Itine. Soient 0 et Q' (fig. 164) 
les deux origines ; x, y. 

r,g. lo,. x', y', a' les coordonnées 

d*tm point M dans, les deux systèmes ; a , p , les coordotinêes du 
point 'O' par rapport aux anciens axes. ' " 




■ ■*' ’ ' 

» ; . 
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.X et x' peuvent être considéré comine les abscisses d’un lUéiae 
point Q situé sur OX et rapporté tour à tour à deux origines prises 
sur cette droite, savoir l’origine primitive O et l’intersection O, du 
plan T'O'Z' et de l’axe OX , point dont l’abcisse , par rapport à O , 
' est ». On aura donc, d’après la formule trouvée pour changer d’ori- 
gine sur une même droite (40), x = x' + a, quels que soient 
d’ailleurs la grandeur et le signe de ». On obtiendra par une consi- 
dération analogue les valeurs de y et de z. Ainsi l’on passera d’un 
système à un système parallèle à l’aide des formules 

y = y'+P 1 ■ . ■ [ 0 }. 

ExsapLE. Soit l'équation 

t*—îy—îs=2. ' •■■■ 

■Transportons l’origine au point dont les coordonnées sont 

« = îi ?—U T=.l, 

Ufautposcr y=y'+l, *=x'-fl. ' , - ’ • 

et, substituant ces valeurs dans l’équation, 00 a 

. ■ at'-l-v’’ + x’’=9. _ ’ ' .••■■■ 

Oji voit que la surface en question est une spitère qui' a pour centre la nou- 
velle origine, et dont le rayon est de 3 unités. 

. . 360. Comme les équations [0] renferment trois constantes «,P;y, 
on peut, quand elles ne sont pas données , se proposer de les détermi- 
ner de manière que l’équation transformée satisfasse à quelques con- 
ditions signées d’avance , comme de manquer de certains termes 
ou d’offrir entre ses coefficients quelques relations données. 

Exemple. On demaude où l’on doit placer l’origine, pour que les lerinès 
du premier degré disparaissent dans l’équation 

Si— 6ÿ — 4x^83. 

Substituant les valeurs [0], l’équation devient 

. • *”-|-y'* + x'»-fî(a-4}it'-t-2(p-3)y’-(-2(Y-2)x'-l-«»-|-p»-|-Y«=83, 

et on volt que les termes du premier degré disparaissent en prenant »=4, 
P— T— 2. Alors, l’équation sè réduit à ■ ' . ’ 

■ _ *’^-l-y'»-fx’’=4, 

et représente une sphère. ' 

569. Deuxième transformation. Ckanfer,la Mrêetioa des 

..Axes sans chaDger l’oririae. Nous subdiviserons, cc.cas en plu- 


4 


■<’ TBANSrORMATiON DES COORDUK.NKBS. 313 

sieurs autres. Hais auparavant nous devons avertir dé quelques 
notations communes à tous les cas. 

Notations. Les axes anciens seront toujours représentés par OX , 

O Y, OZ; et les parties positives des axes nouveaux par OX', OY', 

OZ'. L’angle de deux axes, ou suivant nos conventions, des parties 
positives de deux axes sera désigné par les variables relatives à ses 
axes. Ainsi (x', x) désignera l’angle que l’axe des x' fait avec l’axe 
des X. Nous poserons en outre 

a = cos{x', x)„ a' = cos(x\ y), cf =■ cos [x' , zy, 

é = cps(y', X), 6' = cos (y', y), 6"=“cos(y’, s); . •. 

c = cos (a', a:) , c' = cos(z', y), e" ~cos(z\ z). 

' 1“ Passer d’un système d'axes rectangulaires à un système d'axes 

quelconques. . ' _ ’ . 

Si l’on projette sur l’axe OX 
(bg. 165) d'une part la droite OM, 
d une autre le contour OQ'FM , 
polygone des coordonnées du 
point M dans le nouveau système, 
on obtiendra le même résultat. 

Or la projection de OM sur OX 
est X. Les projections des trois 
côtés du polygone OQ'P'M sont 
x' cos(x',x), y' cos (y',x) , 
a’cos(a', x). ou ax', by', cz'; on 
rig. les. aura donc ' , 

x=zaay-{-by'-\-ez'.\ 

et de même • y = a'x' b' y' -j- c'a' > [R,Q]- 

3=iV + ô"y' + c"a' ; 

Telles sont les formules demandées. Elles sont générales parce que 
si l’abscisse x' était négative au lieu d’étre positive, ainsi qu’on le 
suppose dans la flgure> comme elle .serait parcourue dans le sens 
opposé aux x' positifs, elle aurait pour projection sa valeur absolue 
— od multipliée pâr le cosinus de l’angle que les x' négatifs font 
avec les x positifs, c’est-à-dire par — cos(x', x). Or — x' multiplié par 
— cos(x',af) donne encore ar'cosCa:', a:) ou oa'. 

Remarque. Ces formules se simplifient considérablement lors- 
qu’on ne change que l’un des axes , Taxe des x par exemple. On a 
alors. 

b=£cos(y, x)^0, é' = cos (y, y) = 1 , ô" = cos(y, s) = 0, • 
c = cos(s, a?)== 0, c'=cos (a, y) = 0, c" = cos (a, s)= 
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et les formules deviennent 

■ K-=ax' , 

■ ■ ■ !/=a'«' + yV 

*=•«"«' -4- s'. 

ExnffLB. , L’équation 

+ é«— fA— A»ÿ=SO, • 


représentant une surface rapportée à des axes rectangulaires, la rapporter 
d’autres axes définis par les valeurs suivantes: 

0=1, 0'=}, o'=i, . . 

. ' 6=f, t'=f, &■=}. 

■ • • ' • c=i, c'=j, e*=f. 

On remarquera que les trois c.osinus renfermés dans une même ligne , et qui 
^ ’ le rapportent aux angles qu’une même droite fait aveê trois axes rectangu- 
A laires, sont tels que la somme de leurs carrés est égale à l,.coiimie cela 
doit être. . 

*'.C nl*JPns6^»j w.fa>nnules'd.e ti^sformation qu'il faut employer sont . 

• *=|jp'+fÿ' + ij', • _ 

»=:4x' + ?x' + ?)t'.’ 



[R.RT; 


BBWbstituant ces valeurs dans l’équalion de la surface, on trouve 

*’’ + îi + i'» + il S'A' + V + H + ÎO = 0- 

870 . 2® Passer d’un système d'axes rectangulaires à un système 
d'axes rectangulaires. Lés formules sont encore 

x=^ax' -^by' -\-cz' ' 

y = a'x'\-b'y'\-.tfz’\ 
s=aV+6y4-o^s') . - 

mais outre les relations 

* <i‘+o'»-f-ffl"* = l^ ■ 

— l) . .. 

qui erpriiTjent que les premiers 'axés sont rectangulaires, on a en- 
core les suivantes qui expriment que le cosinus de l’ange, formé 
par deux axes du second système est nul 

ab + c^b' + aV^O] V . . 

ac ^ a'c' d'(/' = o\ • [2] 

be b'c* ”4- b"el^ =: 0 y ’ - , * 


[II 


de sorte qu’il existe six relations entre les neuf cosinus 'a, a*, etc, U 
n’y aura donc d’arbitraire que trois dé ces constantes. C’est cp effet 
ce dont on peut se convaincre a priori. L’axe des x' est déterminé 
. par fes angles fx', ;r) et (x', yy qu’il forme avec deux dés axes pri- 
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mitifs. L'axe des y' devant se trouver dans un plan perpendiculaire 
à l’axe des x', il suffira, pour l’obtenir, de connaître l’angle (x',x) 
qu’il forme avec l’axe des x. Enfin , les deux premiers axes étant 
déterminés le troisiérae l’est entièrement , puisqu’il doit être per- 
pendiculaire au plan des deux premiers. On ne peut donc assujettir 
le nouveau système qu’à trois conditions distinctes. Ji 

Restarques. I. Pour repasser du nouveau système à l’ancien, on ' 
remarque que a,b, c] a', b', à', b", sont les cosinus des 

angles que les anciens axes font avec les nouveaux. On a donc 

’x'^ax -\~a'y ' • 

. , ' • y’ = bx + b'y-\-y'zY [R',B] ■ 

z' = cx-\- c'y -j- c"zj 

Ibrmules qui éntralnent les.éqn^lons de copiOtioD 
. f 

• o'* c”=l} [3] 

' tM"+^bb" + cd'i={x\ ■ • [4]. 

11. Comme trois des neuf constantes a, etc., sont arbitrai- 
res, les équations [3] et £4] ne peuvent former un système dis- 
tinct de celui des équations [Ij et [2], elles doivent donc en être • • 

une conséquence. On peut, en effet, s’en convaincre par les trans- 
formations suivantes : 

Si l’on élève au carré les équations [R,R'] on aura, en ayant égard 
aux équations [1] et £2], 

+y + a* 

En opérant de même sur les équations [R',R], on trouve 

(-f(o"*-f6"*-t-c"‘) a* + i{aa' +bb' -fcc' )xy 

Or, le seeond membre devant être égal à quelles que 

soient les valeurs des indéterminées a:, y, z, on voit que l’identi- • ‘ ; 

Rcation de ces deux expressions entraînera les équations [3] et [4]. 

57 1 . 3° Poster d’un système d’axes quelconques à un système . 
d'axes quelconques. Menons les droites ON, ON', ON" respectivci- . 
ment perpendiculaires aux plans YOZ, XOZ, XOY et situées cha- ' , ' 

• «une du cétd positif de l’axe qui n’est pas dans lê plan. Dési- 
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gnons par (N,t), (N, r'), elc., les angles que ces droites font avec 
les parties positives des axes considérés. 

Si on projette sur ON les polygones des coordonnées OQPM , , 

OQ'P M qui ont mêmes extrémités, on aura la même projection. ' ' 
Mais comme y sont perpendiculaires à ON\,la projection du 
premier contour se réduiia à x cos (N, x). Ou aura donc 

;rcos(N, x)=a;'cos(N, cos(N, y'j-f-*' C08(N,'-3')’j 
de môme y cos (N', y)=x'cos(N', ar')-i-y'cos(N', y')-\-s' cos(N', s') >[Q,Q'] 
3 cos (N", 3) = *' cos( N" , ar')-|-y* cos ^N", y' cos (N", z') ) 

. Ces formules sont rarement employées à cause de leur complica- 
tion. On verrait facilement qu’elles renferment les formules [R, Q] 

. et [R,R']. ^ • 


' 573. Transfornation fénéraie. Si maintenant OÙ veut chan- 
ger à la fois l’origine et la direction des axes, il faudra Combiner 
les formules [0] et [Q, Q'] et l’6n aura 


x=a-i^a3^ -\-by' -\-c^ ) 
y = p + aV-l-6y-|-c'3' 
s = Y-|-oV+6'y-|-c"s'j 


dans lesquelles a = 


cos (N, x') . cos (N, y') 


^ cos(N, ar)’ 


etc. 


£G], 


Remaroces. 1. Les valeurs de x, y,.z, tirées des formules [G] 

. sont du premier degré en x', y', s' : leur substitution dans une 
équation n’en peut donc pas élever le degré. Elle ne peut pas 
Pabaisser non plus puisqu’il faudrait que ce degré s’élevât en reve- 
. - * nant du nouveau système à l’ancien. 

On voit par lè que le degré d’une équation est un caractère per- 
manent de la surface' qu’elle représente; c’est-à-dire un caractère 
qui subsiste quel'que soit Iç système d’axes adopté. On péut donc 
le prendre pour fondement d'une classification des surfaces algé- 
briques analogue à-la classification des lignes dans la Géométrie 
analytique à deux dimensions. Ainsi une surface algébrique sera 
dite dû m’"’ degré ou du m"* ordre lorsque l’équation qui la rapré- 
i sente sera du «t”* degré. ,, ' • 

’ It. Pour avoir l’intersection d’une droite avec.une surface du 

■ m"* degré, il faut combiner deux équations du premier degré aveç 
une du m"*. Un pareil système ne peut admettre plus de m solu- 
tions, donc : 

Une ligne droite ne peut rertcontrer une surface du m“~ degré en. 
' plus de m points. . ' ' ' - 


111. Ppur avoir l’intersection d’une surface de m”* ordre avec un . 


a 


t 


Digiti^ed by 



> - 


TBANSFORMATION DES COORDONNEES. 


317 


plan , il suffira de prendre ce plan pour plan des x'y' et de faire = O 
dans l’équation transformée. Or, cette dernière est aussi du m°" 
degré, donc : ' - 

Une surface du m"‘ ordre ne peut être rencontrée par un plan sui- 
vant une courbe d’uti ordre supérieur au m"*. 

Il en résulte que, si l’intersection de deux surfaces est plane, elle 
ne pourra être d’un ordre supérieur à l’ordre de la surface dont l’é- 
quation est du degré le moins élevé. 

Zli. Formales d’Ealer.. Les forniules [R, R'] ont rinconvéalent de ren- 
fermer neut constantes entre lesquelles existent six équations de conditions, 
de sorts que leur emploi nécessite des éliminations pénibles. Euler a donné 
des formules moips simples, mais dans lesquelies n’entrent que trois constantes, 
nombre suIRsant pour fixer la position du second système par rapport à 
l’ancien. ^ ' 

Ces constantes sont t ' ■ ' 

L’angle <)> que la trace 0X| (fig. f66) du plan X'ÜY' sur le plan XOY fait avec 

l’axe des X ; l’angle 0 des plans 
XOY et X'OY', angle déterminé. 
|>ar les parties positives' des 
normales OZ, OZ' a ces plans; 
l’angle 9 de OX, et de la partie 
positive de l’axe des x'. 

Cela posé, on passera du 
' système proposé au nouveau, 
par trois changements succes- 
sifs qui , ayant en commun , 
avec le système précédent, 
un axe, elle plan opposé, 
n’exigeront que les formules 
du changement d’axes situés 
dans le même planf 
Fig- 18S. ■ t* On fait tourner dans leur 

plan et de l’anglë ^ les deux axes OX, OY,’ et l’on obtient le système 0X|Y|Z, 
Soient X, , y„ x les coordonnées d’un point dans ce nouveau système. On aura 
entre Xi , yi et a et y les relations (S4) 



a=a,cos<)) — Vi'ld'l' | 
y=x,sin'])-i-ÿiCOS<j/) 


[ 1 ] 


'2* On fait tourner dans leur plan et de l’angle 0, les deux axes OYi etOZ, 
l’axe OZ sera ainsi amené en OZ-’. On passera des coordonnées x,,yi,x du sys- 
tème précédent aux coordonnées a,, y,, x’ du nouveau système, par les' 
formules , . • ’ - 


y,=y,cos6— -x'sine | 
X =y, sine + x'cos6 1 


W- 


3* On fait tourner dans leur pian et de l’angle 9 les deux axes'OY, et OX, , ce 
qui amène OX, en OX', OY, en OY'. Les formules de transformation seront 


a,=s'cos9— y'sin9 | 
y,=a'sln9-)-y’c0S9) 


[3]. 
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L’élimination de a„ÿ, /y, entre les équations [i], [î], [3] donnera les formules 
suivantes , qui sont celles d’Euler, 

® = i’ (cos cos ç — si n sin 9 cos 6) 

+ y" ( — 005 4<sin9 — sin<)> cos 9 cos 6) 

+s'sln esin i|< r 

y = ^(sin cos 9 + COB iJ; sln 9 cos 6) 

+ y'(— sia <|i sia 9 + cos<ÿ cos 9000 1) 

— a' sin é cos<|f 

A =A'sinOsin9+y<8iae/m*f+A'oon* 

La comparaison de ces formules et des formules [R, R’] permet d’exprimer - 
les neuf cosinus en fonction des lignes trigonométriques des angles atixiliaires. 

On aura 

’ ■ 0= .'C0Si)/C0S9 — Sin«)<8iB9C08e '• 

■ » b =— cosij/sino — stn^cos^cosé . ^ ' 

' ■ ^ ^ . . « = SHiSsin^ . ■, 

o'= sin<)/cos9 4 - cosi](sin9CosS ^ ' • 

b ' = — sin <|isin 9 4 - cosij/ CO89 cosS '' 

I- ' e* == — sinSooB^ ■ • 

' o*.-= sinesin9 

V= sia6cos9 

- . o" = cosO. 

Rxjiabqiies. L Où passe de la valeur de'a à celte de b , de a' à b', de a' à {>', 
en changeant 9 en 94- On passe de b à c, de b' à c', de b* b c*. en faisant 9=0, 

et mt changeant S en 8 4- . 




On passe de a à o' en changeant <1< en ^ — <b et 9 en 114- 9 j de o' h «•’en foi- 

saut 9 =0 , et en changeant 8 en ^ e. 

IL Les angles 6, 9 , se déterminent en fonction de quelques-uns des cosinus 
par les formules suivantes , qui méritent d’ètre remarquées. 


O' 

b» 


Fig. 167. 

faire , dans les formules [E] , f c= 0 


tang^;=-^.. 

8^ 9 . Formalee ponr 
les eecSioBi phtaesi Les 
formules d’Euler per- 
niiettent de .trouver l’é- 
quatioa de la sècUén faite 
' par un plan dans unesur- 
face. Les notations res- 
tant les mêmes si Ton 
prend OXi (fig. 166) pour ' 
' axe des x , et pour ate 
des T une perpendiculaire 
à OXt , menée dans le 
plan sécant , il suffira de 
h s' = 0. 
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Mais on paut y arriver direelement de la manière suivante : • ' 
Soient M {x, y, s) (fig. 167) un point de la section considérée et 
OX' la trace du plan coupant sur le plan XOÏ; soient d’ailleurs 

m=^z, MQ=a', PQ=y"/ OQ = x'; PQM=6, XOX'=f 

Les coordonnées du point P sont a; et y ; elles seraient x' et y", si 
on faisait tourner de l’angle <j» le système des Mes OXet OY. On 
aura donc (S4) . 

x = x' cos I — y* silî Y 

■ ' ' * y = a;' sin <I/ + y’'cos't'. ' 

Mais 1e triangle MPQ donne 

y" = y’cos6, a = y'sinO, 

les formules cherchées seront donc • . . 


x=x' cos >}i — y' sin cos 9 ) 
y = a:' sin + y' cos î cos 0 
3 = y* sin 9 J 


[SP].. 


Rbmarqub, On a supposé que le plan sécant passait par l’origine, 
condition que l’on peut touiours remplir en transportant l’origine . 
dans ce plan. • , 

Exe«ples. 1» Si.la surface a pour équalion en coordonnées reclangùlaires 

“’+V’ + î=‘ • ' 

el’que l*oh prenne un plan sécant incliné de 30® sur le plan des ary, et dont la 
(race sur ce plan fasse avec OX un angle de 46® , on aura 

sin =cos <V = i \/â ; sin 9 = i , cos« = I , 

el les lonnules de Iransformalion seront pour ce cas ‘ 

' ' — ly'Vfi ' • 

y = ^ï'v'2 + ly'V8 
f=is' ■ ■ ' ■ 

La sùbslitution de ces Valeurs conduit à l’équation 




qui représente nne olBpse. 

J* On demandes! te surface représenlée par réquatUm 

(ï)'+(!)-(l)=‘ ■ ■ ■ 

peutétN conpée suivant un oorcle, par un plan mené par lotisse. . . 
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En gubitiluanl dans celle éqiialton les valeurs de *,y,x fournies par les for- 
mules [SP] , on aura 

^ (cosV + ^) + y’ (sin co*^ + 

+ îi'y'sln ç cos 41 cos9 ^l + = I. • 

Il faul d’abord que le terme en l'y' disparaisse, ce qui peulse faire en sup- 
posanl ■ . ‘ 

soit sin<)' = 0, soit cos4=0, Soit ros6 = 0. 

Si l’on suppose tin 4<=0, le coefScienl de z’’ est l’unité. Le coefflcient de y’’ 
devant lui être égal , on aura 

cos*9 , sin’9 , 

“r+“='' 

d'où Fon tire — ScosHl=2T, équation absurde. On verrait de même qu’on ne 
peut supposer cos 4'= 0. 

Mais si l’on fait oos9 = 0, les coeRIcients des carrét deviennent égaux et) 
posant 

, sin'4< 1 

«>sN' + -ÿ^=4. 

ce qui donne 

Il y a donc deux plans passant par l’axe des x,' également inclinés de part cl 
d'autre sur le plan XOZ , et qui coupent la surface suivant un cercle. Ces deux 
cercles sont égaux et leur rayon est l’unité de longueur. 

• . . . 


» * - t 

CHAPITRE IV. 


DE LA LIGNE DROITE ET DU ELAN. 


§ I . PBOBLÉIIES 80n LES LISNES DROITES. 

.578. Nous nous proposons de consacrer ce chapitre la résolu- 
tion de quelques problèmes que l’on rencontre le plus frcquem- 
Tnent dans les applications. Nous commencerons par les problèmes 
sur les lignes droites; mais auparavant nous étudierons tout ce qui 
concerne la position d’une droite par rapport aux axes* et aux 
plans coordonnés. 

iiqaatians de !• Urne dr«i(e. Dans C6 qui suit, nous refu’ésen- 
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teroDS toujours une ligue droite par l’ensemble de deux équations 
de la forme 


x = as-\-p\ 
yszbs + q) 



dont l’une (562) représente la projection de la droite sur le plan des 
xz, et l’autre sa projection sur le plan des yz. En éliminant z entre 
ces équations , on obtiendra 

a?— f> _ y— g ' : 

' ' a ~ b ■ ’ . ■ 

équation de la projection de la droite sur le plan des xy. ' 

On trouvera quelquefois commode d’écrire les équations de la 
droite sous la -forme 

, . . _ y-^q __ 

a b ' 

a 

bes équations [1] se'sinipliSent lorsque la droite occupe certai- 
nes positions particulières par rapport aux plans coordonnés. Ainsi, 
lorsqu’elle passe par l’origine, p et g sont nuis et les équations [I], 
se réduisent aux suivantes 


x = az, 
y = bz, 


Si la droite se confondait avec l’axe des z, ses équations seraient 

x=0^ 

y = Q. ' . • , ■ 

Le lecteur fera bien de chercher, comme exercice , les équations 
d’une droite dans toutes les positions qu’elle peut occuper par 
rapport aux plans coordonnés. 

Remaroob. Les équations les plus générales de la ligne droite 
renferment quatre constantes arbitraires; mais, comme ces con- 
stantes sont liées par deux équations, il en résulte qu’une droite 
est déterminée analytiquement par deux conditions. ■ 

Traces d’oBc droite. Étant données les équations d’une.droite 

p _ y— g 

a b 

on obtiendra ses traees sur l’un quelconque des plans coordonnés 
’ ‘ 21 ’ 


t 
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en égalant li zéro, dans ces équations, celle des variables qlii se 
rapporte à l’axe non situé dans le plan que l’on considère. Ainsi, en 
faisant s— 0, on obtient 

_ x=p, y = q, 

MUT les coordonnées de la trace de la droite sur le plan des xy. 
£n faisant successivement x—.0e\.y =zO on aura les «oordoonées 
des traces sur les plans des ys et des 

576. Problème. Connaissant les équations d’une droite, trouver 
sa distance à l’origine (coordonnées rectangulaires). 

- ^ s 

x = az-\-p\ 
y = bz^q] . 


' Soient 


[»] 


les équations de la droite , M (a/, y', z') un de ses points : nous 
aurons (53S) 


- O.M=v^P*+?*T^*- 

Mais, puisque le point M est sur la droite, nous aurons aussi 
x' = az‘ -\-p, 
yt = bz'^q, 

et, par suite, en remplaçant a?' et -y' par ces valeurs 


En donnant à z' une valeur quelconque, cette formule ferait con- 
naître la distance de l’origine au point de la droite déterminé par 
cette valeur de s'. On aura do#c la distances de la droite à l’origine 
ou la longueur de la perpendiculaire demandée, en cherchant Ja 
valeur minimum de OM. 

fPour la trouver, j’écris • , • 

0îF==''[s/a*+^r.^'-t- 

y ^ ^ .. 

On voit par là que OM* atteinika sa valeur mmiinBm ' lorsqu’on 
aura 

ap-t-6y ■ ' . : 


Oo' aura donc , S 


. * / p* + g* + (^/>— ag)* 

“ V â'T^Tï * 
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577. Problème. €onmisnant les équations d’vne droite, trouver 
ses dw<anees aMX aa:€s (coordonnées rectangulaires).' 

Soit a la distance de la droite à l’axe des x. Cette droite étant si- 
tuée dans le plan qui a pour équation 


y — bz-\-q ' 


[ 1 ]. 


et qui est parallèle à l’axe des x, sa distance à l’axe des x sera é^kT 
à la distance de sa projection sur le plan des ztj, à rorigine/ Or, 
cette projection, rapportée aux axesOY etOZ, est représentée par. 
l’équation [1]. La question est donc ramenée h trouver la distance 
de l’origine à cette droite; ce qui, d’après une formule de la pre- 
mière partie (ttO), donnera 

•. ’■ . ; 


On trouvera d’une manière analogue 


P 


v/^i’ _ 
bp — aq 

378. Problème. Connaissant les équations d'une droite, déter- 
jniner Igs angles de cette droite avec les 
axes des coordonnées (coordonnées rec- 
tangulaires). 

• Menons par l’origine une parallèle OM 
(fig. 168) à la droite donnée. La ques- 
tion revient à calculer les angles a , p , .y 
,que cette parallèle fait avec les axes. 

Soient x = as, g — bz les équations 
de cette parallèle, et soient x', y', z' las 
■ ^ . coordonnées d’un point quelconque M 

*«• de cette droite. On a ’ ' 

^ a/ ' x' ■ ' ■ . ■ 

, , cos» =^/7s-= ■ ■ ■■• . - ■ 

■ ■ ' . _ OM 

Mais, puisque le point M est sur OM, on a aussi ' 

. • . . ’ • • ■ — az , . ^ 

■ • •' y' = bz'. 
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Substituant ces valeurs de x' et %/ dans cos a, et simplifiant, il vient 


COSa = 


on trouve do même cos ^ = 


COSy : 


v'a’-fft'+l 

b 

1 


Ën pre nant le radical avec le signe -{- , ces formules feront con- 
naître les angles que la portion de la droite OM , située au-dessus 
du plan des xy, fait avec les parties positives des axes ; si l’on prend 
le radical avec le signe — , on obtiendra les angles que le prolonge- 
ment de OM fait avec lés mêmes parties positives des axes. 

Reuarqces. I. Ces formules vérifient la relation 
cos’ a -j- COS* P -f- cos' Y =' 1 . 

. II. On détluit des formules précédentes 


0 =;- 


COSa 

cos Y ’ 




cos P 
cos Y ’ 


par suite, les équàtions d’pne droite peuvent être mises sous la 


forme 

- 




COSot . , 
cos Y ' ^ 

• 


a 

cos fl , 
y= — - 



du 

X — P y — q ^ Z 

cos a cos P cos Y* 


' 


379. Problème. Étant données les équations d’une droite, trouver 
les angles qu’elle fait avec les plans coordonnés ( coordonnées 
rectangulaires). 

On peut toujours supposer que la droite passe par l’originé ; et , 
dans ce cas, on voit immédiatement que les angles demandés 
sont les compléments des angles qu’elle fait avec les axes. Donc, 
si l’on conserve les mêmes notations que dans le problème précé- 
dent , on aura 


a 


sinp = 


' b 


sin Y = 


1 


Google 
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380. Problème. Trouver les équations (Tune droite qui passe par 
un point donne et qui soit parallèle à une droite donnée. i 

Cherchons d’abord les équations générales des droites qui pas- 
sent par un même point y\ 3'). Les équations de ces droites 
sont de la forme 

x = az-\- p, ' . V 

y = 63 H- y, 

et, puisqu’elles passent par le point donnée on doit avoir . 

, V 

’ . ■ x' = as'r\- P , 

• ' * y' = ôs'-l- q. . ■ 

■ • fc 

Retranchant ces équations des précédentes, p ctq sont éliminés, 
et l’on a 


' X — x' = a(g — 

y — y' =6(3 — 3')] 

qui sont les équations demandées. ' > 

Maintenant, pour mener une parallèle à la droite [2] 





X = a!zY 
y=b'z) 


[ 2 ]. 


on observe que les équations de cette parallèle sont de la forme [1], 
De plus, on sait que tes projections de deux droites parallèles sur 
un même plan, sont parallèles. Donc, on doit avoir a=a\ 6=6'; 
par suite, les équations demandées sont 


X — x' = a'(z — z') 1 

y — y' = 6' (3 — 3')] 


[3]. 


Remarque. Si l’on appelle a, p, y les angles' que la droite [2] 
fait avec les axes, on aura (378, Rem. II) 

^,_ cosg ^,_cosp 

COSy’ COSy’ 

ce qui permet d’écrire les équations [3] sous la forme très-symé- 
trique 

x — x' _ y—if _ z — 3' _ • . 

COS P cos Y ‘ - 


co s a 


381. Problème. Trouver les équations d’une droite qui passe par 
deux points donnés (x', y', z'), (x", y", z")., ' • ' 
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Puisque la droite passe par le premier point, ses équations peu- 
vent se mettre sous la forme 

X — x' = a(s — g'), 
y—y' = b{z — z% 

et puisqu’elle passe par le second point, on doit avoir 
æ" — a;* = a (3* — i'), 

Éliminant o et 6 par division entre ces équations et les précé- 


dentes, on obtient les équations demandées 


X — x' 

y' ryj 


' v—y' 

y',_ 


X — x' 

1 

1 


X — X 

y"—ij' z"—z‘ 

• ,** * 


Remaroi e. On aurait pu écrire immédiatement oes équations en 
se rappelant ce qui a été dit au n“ 63., et en remarquant que la 
projection de la droite demandée sur le plan des xz, passe par les 
points (x', z') (x", s") ; etci 


333. Problème. Détmrwûntr le point d'inteneetkm de deux 
droites dont on connaît les éqssations. 

En général, lorsque deux lignes se coupent, les coordonnées 
de leurs points d’intersection vériRent à la fois les équations de 
ces lignes; et, réciproquement, toute solution conunune aux équa- 
tions de deux lignes détemiine un point qui appartient à la fois à 
ces deux lignes. 


' D'après œla, si 
et 


y = bz-\-q) 

x=-a'z -f-p'l 
y = tfz->r^) 


’ [ 2 ] 


sont les équations des deux droites données, on aura le point d’in- 
tersection demandé en résolvant les équatioris [I] et [2] par rap- 
port k X, yel Z. Mais, pour que ces quatre équations à trois incon- 
nues admettent une solution commune, il doit exister une certaine 
relation entre leurs coefficients^ Celte relation, qu’on obtiendra en 
éliminant X, y et.z entre les quatre équations, exprimer» la con- 
dition nécessaire pour que les droites se rencontrent.' •, 
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Si l’on retranche membre à membre les équations [2] des équa- 
tions [1] correspondantes, x et v sont éliminés, et il vient 

. . . 0=(a— 

_ . 0 = (6— ftOs-fg-— ÿ', 

d’où, en égalant les valeurs de z tirées de ces équations, .. 

P— 


a — a b — b 


[3]. 


Telle est la relation qui doit exister entre les coefficients dep 
équations [1] et [2] pour que les deux droites qu’elles représentent 
se rencontrent. En admettant que cette relation soit vérifiée, on 
trouve pour les coordonnées du point d’intersection demandé , 


X-- 


ap — pa 
a — a' ' 


y' 


bq'—qb' 

'' b— b' ’ 


P — P 


a — a 


q — q 

T 




Remarqdb. Lorsque les droites sont parallèles, on a a=u' et b=^b' ; 
là relation [3] est encore vérifiée, mais les valeurs des coordonnées 
du point d’intersection sont infinies. Comme le cas où les droites 
se rencontrent et celui où elles sont parallèles sont les seuls où 
ces droites soient situées dans un même plan, on peut dire que 
l’équation [3] exprime la condition nécessaire pour que les droites 
représentées par les équations [1] et [2] soient di)ns un même 
plan. 

583. Problème. Trouver l’angle de deitx droites dont on connaît , 
les équations (coordonnées réctangulaires). 

Concevons que-par l’origine on mène des parallèles aux droites 
données, l’angle V de ces -deux parallèles est (346; Rem. IV) 
l’angle demandé. Désignons par a, p, y; P', y' les angles de ces 
parallèles avec les axes, et soient - 


•, — tt Z 

■■b' Z 


X = az) , (X: 

ÿ~bzj * (y: 

leurs équations. Nous aurons (347, Th. V ) 

cos V = COB a cos a' -|- COS P COS P' -}- COS f COS y', 
a ' 


et (378) COS a: 


cosp = 


OMy= 



COSa = 





l.' 
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Par suite , on trouve . ' • 

mj. üü -I- bb' -f- 1 

. cos V= ■ ' 

• ' v^a'*+6'«+l • . ' 

Les radicaux doiv^t être pris avec le triéme signe si, comme 
netts l’avons supposé implicitement, V désigne l’angle des deux 
portions de parallèles situées au-dessus du plan des xy \ ils doivent ' 
être pris avec des signes différents lorsque V désigne l’angle formé 
par deux portions de parallèles situées de part et d’autre du plan 
dea xy. ' • 

K * , , 

. Rsharques. I. Comme vérification , on peut chercher à déduire 
de la formule qui donne côsV, celles du h° 57B, qui expriment 
les cosinus des angles qu’une droite fait avec les axes. 

II. On trouve aisément : 

y _ V(a — {b + (aé' — feo’> 

^ - - • v'a’+^’ + l - 

III. Si, pour plus de symétrie, on met les équations des droites 
sous la forme 

... 

. . - . - a b c ’ , ' . ' 

•on Irouvera - . ' 

- -•.r^ - aa'^bb'+ei' . '' 

:=- y ^(^.eà7+{be'— cb'f -|- (ab' — baÿ 

• ‘ v'o» -I- > -j- r» v'o'* + *’’ + e" ’ 

CoMdiUoaa ponr qae deux droite* aoleat ^rallèlc* oa per* 
peadieaiBires. Lorsque les deux droites sont parallèles , l’angle * 
V est nul , et par suite on a cosV = 1. Donc, pour que les deux 
droites proposées soient parallèles , on doit avoir 

(oo'-f éé' -1- D* = (a* -f é*-f 1) (o*-p 6* -f 1) , 

ou bien (a_o')*4.(6— 6')«4-(oé'— 6o')*=0.. ‘ 

Or, pour que cette condition soit remplie, il &ui et il suffit que 
J’on ait ' 

a = o', 6 = 6'. 

Donc, pour qne deux droites soient parallèles,- il faut et il suffit que 
leurs prc^tions sur denx dès plans coordonnés soient parallèles. 


\ ' B * 

V. * * 
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Lorsque les droites sont perpendiculaires, on a V=90" et par 
suite cosV=0. Donc, pour que deux droites soient perpendicu- 
laires , il faut que l’on ait ^ ' 


ou 


oa' 66' -|- 1=0, 

cos a cos a' -1- cos ^ COS p'-f- COS f COS y' =0, 


584. Problème. Déterminer la distance d’un point à une droite 
donf on connatt ies ^aftons (coordonnées rectangulaires). 

Soient M(a;', y',' s!\ (fig. 169) le 
point donné et 

x = az-\-p 
y=bz-\-q , 

les équations" dé la droite donnée 
AB. Menons MP perpendiculaire 
sur AB et joignons le point M au • 
point A (P, g, o), trace de AB sur le - 
plan desa:y. Enfin désignons par V 
l’aiigle MAP. Nous aurons 



A. 

Fig. m . 

MP = ÏM‘ — ÏP* = ÂM* — ÂM’ cos* V 


Or, AM étant la distance des points A et M, on a . 

SISP = (a;'— p)* -1- (y' — g)*-f «■'*. 

■ D’un autre côté , la droite AM passant par les deux points A et M, 
ses coefficients angulaires seront — et l’on aura 

Z Z 

(585 , Rem. 111) 

" cos V = 


a(x'—p) + 6(/— g) + z’ 


y/a*+ 6*4- 1 ^(x'-p)*4-(y'-g)*4-a’* 
Par suite, en posant MP = 5, on trouve 


ou bien, en faisant usage des formules du n* 578, 

» = v^(x'— p)*4-(y'— g)*4-s'*— [(a:'— p)cos a-j-fyf— g) cos p-j-a' cos y]*. 

Remarque. Si le point donné est l’originé, x', y' et z' sont nuis, 
et l’on retombe sur la formule du n* 576. 
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Par suite , on trouve . 

. cos V = 




v/«*-|- 6 * + l v/a'*+ 6 "+l - , 

L» radicaux doivent être pris avec le même signe -f-, si, comme 
fldtu l'avons supposé implicitement, V désigne l’angle des deux 
portions de parallèles situées au-dessus du plan des xy \ ils doivent 
être pris avec des signes différents ,. lorsque Y désigne l’angle formé 
par deux portions de parallèles situées de part et d’autre du plan 
. ' des aiy. ' . , 

, Bbharqdes. I. Comme vérification, on peut chercher à déduire 
de la formule qui donne côsV, celles du n° S7t(, qui expriment 
les cosinus des angles qu’une droite fait avec les axes. 

II. On trouve aisément : , 


.:„v_ V(a — a')* + (é — è')*-f (aé' — éa’> 

^ l v/o'* + é" + l - 

111. Si , pour plus de symétrie, on met les équations des droites 
sous la forme 

- .. ^ — V . . 


' on trouvera 

cosV==' 


X y Z 
ao'-|- bb'-\-cc' 


v'o' -1- 6’ + c*ya'* +.*'* + 

Y ^ y/(ac’— ca‘)»-Kftc'— cb'f {ab' — b'c^ 

V'a’ -I- è' -f c* v'o'* - 1 - 6 ’> -f- ’ 


ConUlUoiis pour eue deux droite* aoient parallèle* oa per- 

pcadicaiaire*. Lorsque les deux droites sont parallèles , l’angle * 
V eât nul , et per suite on a cosV=: 1. Donc, pour que les deux 
' droites proposas soient parallèles , on doit avoir 

(oa' -f W'-f 1)* = (a’-fy-f- l) (a*-Ké*-|- 1), 
ou bien (a — a')*-}- (6— ô')’-}-(a6' — 6o')*=0. 

Or, pour que cette condition soit remplie, il faut et il suffit que 
l’on ait ' 

- , - a = a', 6 = 6'. 


Donc, pour que deux droites soient parallèles, il faut et il suffit que 
leurs projections sur deux des plans coordonnés soient parallèles. 
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Lorsque les droites sont perpendiculaires , on aV=90“ et par 
suite cosV=0. Donc, pour que deux droites soient perpendicu-. 
laires , il faut que l’on ait ^ ' 

' . . aa' -\-bb' 

ou COSoCOSa'-|-COSPco8p'-|-COSYCOSY'=0. 

584, Problème. Déterminer la distance d’un point à une droite 
dont on connaît les équations (coordonnées rectangulaires). 

Soient M(a:', y'; s') (fig. 169) le 
point donné et 

x — az-^p 
y=bz-\-q . 

les équations’ de la droite donnée 
AB. Menons MP perpendiculaire 
sur AB et joignons le point M au • 
point A(p, g, o), trace de AB sur le • 
plan desxy. Enfin désignons par V 
l’angle MAP. Nous aurons 



A. 

Fig. 16 «. 

MP = ÏM’ — ÏP‘ = ÂM’ — ÂM’ cos* V. 


Or, AM étant la distance d^ points A et M, on a , 

Xr = (x'— p)« + (y' - g)* + »'*. 

- D’un autre cété , la droite AM passant par les deux points A et M, 


-P y 

t t 


ses coefficients angulaires seront 
(585 , Rem. 111) . -• 

~ coc Y — P) + à(y'—ç) -i- z' 


et l’on aura 


^a*+ 6*4- 1 ^(x'— p}*H-(y'-g)*+s'* 

Par suite , en posant MP = 8, on trouve 

ou bien, en faisant usage des formules du n* 578, 

8 = y/(x'— p)*-J-(y' — g)*-l-s'* — [(x'— p) cos «+(yf — g) cos cos f]*. 

Remarque. Si le point donné est l’origine, x', y' et z’ sont nuis, 
et l’on retombe sur la formule du n* 576. ■" 


Üigiti?e^y GoOglc 


330 GÉOUÉTRHC UiALVTIQlJB . A TRÔf^ 0IMEÜSIONS. 

Exercices. I. Trouver les équations â’une droite connaissant ses dislanets à 
l'origine et aux axes. 

II. 7rout'»r les équations d'une droite qui passe par un danné; et qui 
fasse des angles donnés avec deux droites données. 

III, Trouver les équations d’une droite qui passe par un point donné, et qui 
rencontre deux droites données. 


§ 2. PROBLÈMES SUR LES PLANS. 


^ sas. Bien que nous connaissions déjà l’équation du plan (364), 
. comme il est Irés-iraportant de se familiariser avec la recherche des 
** équations des surfaces d’après leurs divers modes de génération, 
nous allons la chercher de nouveau en considérant le plan comme 
engendré par une droite mobile qui glisse sur une droite fixe en 
restant toujours parallèle à une même direction. 

^Soient , x=az-\-p . 1 

• f'iüPv) .. y=xbs‘\^q, 

. les équations dé la droite fixe ou directrice et 


' Xe=sa'z-\-p' ) 
y^b'z + q' j 


[ 1 ], 


les' équations de la droite mobile où génératrice. Pour que la géné- 
ratrice, dans son mouvement, conserve toujours la même direction, 
il faudra que les valeurs de o'et b' restent constantes, tandis que 
les valeurs dep' et q' varieront avec la position de cette droite; et 
.pour que la génératrice réncontre toujours la directrice^ il faudra 
que les valeurs correspondantes dep' et q' vérifient la relation (582), 


p—p’ _ 9—9’ 
a— -a' b — b' 



Tout couple de valeurs de p' et q' qui vérifie cette relation étant 
porté dans [1] fournira les équations de la génératrice dans une 
position particulière. Donc, si l’on élinainep' et q' entre les équa*- 
tiens [1] et l’équation [2], on obtiendra une relation entre x, y 
et 2 ^ qui conviendra à tous les points de la génératrice, quelle que 
soit sa position, et qui, par conséquent, ne sera autre que l’équa- 
tionjdu plan cherché. 

~Eo faisant cette élûnination on trouve l’équation 
(b — b')x — (a — a')y-j-(aè' — ba')z . — {b — è')p-|-(a— «^)y=0 
qui est du premier degré et de la forme • . , 

Kx -j-By dz "j— D -—B, - 
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comme nous l’avions trouvé par une autre méthode. Quant à la 
réciproque, savoir que toute équation du premier degré représente 
un plan, il est inutile de l’établir de nouveau. , 

586. VracM «’oB plan. D’après ce qui a été dit (579, Rem. I), 
étant donnée l’équation d’un pkn 

A® + By Cs + D = 0, 

on obtierrdra ses traces sur les plans des coordonnées en anmulant 
«successivement chacune des variables dans l’équation donnée. Pour 
obtenir la trace d« plan donné sur un des plans coordonnés en 
particulier, il faudra annuler la variable relative à l’axe qui n’est 
pas dans ce plan. Ainsi, en faisant 3 = 0, on obtient 

Aa;4'By-|'® = 0> 

pour l’équation de la trace sur le plan des xy. On obtient de même 
... . Kx -j- Ce “f“ D SS 0 

* Bj^ Ce "I* D SS G, * . 

‘ pour les équations des traces sur les plans des xz et des yz. 

587. f^ordonnées à l’oriaine. Antre forme de l’équntlon du 
plan. Si dans l’équation d’un plan donné 


Aar4- By 4'C3-f'D = 0 - [1]. 

on fait à la fois y = 0 et s = 0, la valeur de x tirée de l’équation 

Aa; + D==0 . . 

. * ' ' * 
ainsi obtenue, mesurera la distance de l’origine au point d’intersec- 
tion du plan avec l’axe des x. Désignons par p cette distance; nous 
aurons 

D 

Nous aurons dè même q — — g 

D 

' ■ C’ 

y et r désignant les distances de l’OTÎgine aux points d’intërsection 
du plan donné avec les axes des y et des z. Portant les valeurs de 
A, B et c Urée» de ces égalités dans l’équation [1] et supprimant le 
facteur D qui %era commun à tous les termes, on obtiendra 



JP ' g ' r 
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Remarque. L’équation générale du plan renferme quatre coeffi- 
cients, dont trois sont arbitraires, puisqu’on peut toujours, sans 
l’altérer, diviser les deux membres par l’un quelconque de ces 
coefficients. 11 suit de là qu’un plan est déterminé par trois (Xmi- 
ditions. , 

588. Problème. Trà/uver la distance d'un plan à V origine {coov- 
données rectangulaires). . 

, Soit Ax -|- By -|- Ca -f D = 0 [1] • - 

l’équafion du plan donné. Les équations de la perpendiculaire 
abaissée de l’origine sur ce plan sont de la forme . . 


x = azi 
y = bz] 


[2]- 


Hais , pour qu’une droite soit perpendiculaire à un plan , il -faut 
et il suffit que les traces de ce plan sur deux plans de projection 
soient perpendiculaires aux projections de la droite sur ces plans. 
Or, lestracesdu plandonnésur lesplansdesa;xeldesy2,sont(S8R) 

Kx -|— Cs -|- 1) 0, . ^ 

By Cx -j- D 0. ^ ' 

Donc, pour que la droite [2] soit perpendiculaire au plan, il faut 
que l’on ait (68) 

• A ; B .> 

Par suite, les équations de la perpendiculaire au plan donné 
menée par l’origine , sont : . 

A 


x=^z 
. B 


[3], 


ou 


X 

a 


y 

a 


Désignons par S la longueur de la perpendiculaire demandée , 
nous aurons 

S = y* _|- a*. 

Remplaçant a;, y et a par leurs valeurs tirées des équations [1] 
et [ 3 ], on obtient ■ 

D 


y/A*-f B' + C» 
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Le radical doit toujours être pris avec le même signe que le nu- 
mérateur. 

580. Problème. Trouver les angles d’un pim avec les plan^- 
coordonnés (coordonnées rectangulaires). 

Les angles demandés sont égaux aux angles que la perpendicu- 
laire abaissée de l’origine sur le plan donné fait avec les axes. Soit 

K.X -|— By -j— Cs -j- D — 0 

l’équation du plan donné; les équations de la perpendiculaire à 
ce plan menée par l’origine , sont (588) 

X y Z 

Â~B~C' 

Donc, si l’on conserve les mêmes notations qu’au n*578, on 
aura 

A 

COSa = ^ = , 

• ^ * 


COS P = 


C09Y == 


v'A‘-t-B*-f-C* 
B '• 

y/A'-f B*-|-C*’ 
C 

VA‘ + B*-i-C*' 


' Remarode. Ce problème et le précédent peuvent encore se ré- 
soudre en identifiant l’équation 

Ax “j- By -|- Cs -|- D = 0 * * 

ayet l’équation - , 

cosa.x-f-CMJsp.y-f-cosY.i: — 8 = 0, 

qui peut représenter aussi, comme nous l’avons vu (564), un plan 
quelconque. On doit donc avoir 

. , ; . CQSa _ cdsp cos Y ^'—8 

A “ B ~ C ~TT’ 

chacun de ces rapports est égal, d’après une propriété connue, à 

1 • 


v'cos’o -j- COS*P -}- cos* Y 


ou à 


y(A*-j-B*-f C*’ 


V^A*+B*-1-C* 

d'où il est facile de déduire les valeurs de cos a, cosp, cos y et 8. 

500. KquatloB générale de* plaaa gai paéaent par aa paiat 
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donné. La question revient à déterminer l’un des coefficients de 
' l’équation générale du plan 

^ Ax + By + C3 + D = 0 - [1] 

‘ panla condition qu’elle soit satisfaite par les coordonnées du point 
donné (x", y', z'). Pour cela on a la relation 

■ B/ + C3'+D = 0 . [2]. 

Si l’on retranche [2] de [l], D sera éliminé, et l’équation 

- A(a; — + — y') + C(3 — a') = 0 [3], 

ainsi obtenue , sera l’équation demandée. 

Si le point donné était l'origine des coordonnées, x', y' et 3 ' se- 
raient nuis, et l’équation [3] se réduirait à 

Ax + By Cs = 0. 


591. Problème. Trouver l’équation d’un plan qui passe par trois 
points donnés (x', f, %'), (x*', f , z"), (x*, y", z”). 

Si l’on exprime que l’équation générale du plan 


Ax -f- By -j- Cz -|- D — 0 £1] 

est vérifiée par les coordonnées des points donnés, on obtiendra les 
trois relations 

* Ax’ By’ -|- Cs’ D= 0 

Ax”-fBy’'-f-C3"-t-D = 0 . • • 

Ax"-fBy--[-Cs'”-f D = 0 

A *B C 

desquelles on pourra déduire la valeur des rapports g, que 

nous désignerons par A', B’, C'. Portant ensuite ces valeurs dans [1] 
on aura l’équation 


A'x + B’y -{- C'a -}- 1 = 0, 

qui n’aura plus rien d’indéterminé, et qui étant vérifiée par les co- 
ordonnées des points donnés , sera l’équation demandée. Le pro- 
blème proposé revient donc à résoudre un système de trois équa- 
tions du premier degré à trois inconnues. 

Lorsque les axes sont rectangulaires, le même proURme peut se résoudre 
d’une autre' manière qui met en évidence un Xliéorëme assez remarquable. 
Prenons l’équation du plan sous la forme (364) 

•' *c08a + ycosp + »co8Y = *, • 


«, P, Y désigOBU les angles qne la perpnwliculaire E ab^ée de ’l'orfglne fait 
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avec les axes. Si l’on désigne par a l’aire du triangle qui a pour sommets les '. ' 

trois poinu donnés, et par a', o", a"' les projections de cette aire sur les plans : . 
des 1/x, xÿ , on aura ' . 

o'=ocosa, a"~a cosp, [o*=ocoSï. • 

Par suite l’équation du plan devient 

o'o: + a*ÿ + o’'jf = o«. 

Celte équation est l’expression de ce théorème : Toute pyramide est égale d 
la jomme [algébrique) de trois autres pyramides ayant pour sommet commun un 
point quelconque de la base de la première , et pour bases les projections de cette 
base sur trois plans rectangulaires quelconques passant par le sommet de la . 
pyramide considérée.' _ 


592. Problème. Déterminer V angle de deux plans (coordonnées 
rectangulaires). 

Sr par l’origine des coordonnéés on conçoit deux droites perpen- 
diculaires, à chacun des deux plans, l’angle de ces perpendiculaires 
sera égal à l’angle demandé. D’après cela, la question proposée re- 
vient à chercher l’angle V de ces deux perpendiculaires. " 

Or, si Aj; - j- By D = 0 

' A'tc+B'y4-C'a + D'=0 


sont les équations des deux plans donnés, les équationsdes perpen- 
diculaires à ces plans menées par l’origine, seront (588) 


«t . 


■ 

A“B“C’ 

X- y_ ^ 


L’angle V de ces droites, et par suite l’angle demandé, sera 
donc donné par la formule (585, Rem. III) 


cos V 


_ AA'-fBB'-l-CC' 
v'A* -f B* -P? sjk!* -f B'* +G*' 


Selon qu’on prendra les radicaux avec le même signe ou avec 
des signes contraires, on obtiendra l’un ou l’autre des deux angles • 
adjacents formés par les deux plans. 

CoDdUions -ptmr qne fteax plsnii «oient perpendlcnla^a on 

pnrniièie*. En répétant les raisonnements du n° 585, on trouve 
que les plans sont perpendicdatres, si l’on a • : 

AA' + BB'-fCC' = 0 , ' - V 
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et qu’ils sont parallèles, si l’on a ' 

A_B_C 

c’est-à-dire si les coefficients des variables sont proportionnels. 

Or, c’est aussi la condition pour que les traces des plans donnés 
sur lès plans des xz et des yz soient parallèles Donc pour que 
deux plans soient parallèles, il faut et il suffit que leurs traces sur 
deux plans de projection soient parallèles. 

r»93. Problème. Par un point donné, mener un plan parallèle à 
un plan-donné. 

Soit (a:', y', z') le point donné, et soit 

Aa? By Cs D = 0 

l’équalion du plan donné. L’équation du plan cherché sera de la 
forme - • 

k\x — x') -h B'(y — y') -t- C'(5 — s') = 0. 

Pour que cette équation représente un plan parallèle au plan 
donné, on doit avoir (592) : . - 

a'_b;_c; 

Par suite, on trouve pour l’équation demandée ; 

A(x — a:') -j- B(y — y') -f C(a — a') = 0. 

594. Problème. Trouver la distance d’un point à un plan {coot— 
. données rectangulaires). 

Soient (ar', y’, z') le point donné, et 

Aa;-f-By-l-C3-f D = 0 • ' 

l’équation du plan donné. La distance de l’origine à ce plan a pibur 
expression (388) 

D 

Transportons l’origine au point donné, en remplaçant x, y et a par 
X — ar*, y — y* et 3 — a' ; l’équalion du plan donné deviendra : 

Aa? -j- By -f* Cs -j- D — 0 , ^ ■ 

en posant D'=- Ax’-j-By'-f- Cs'-j-D, 


I 

1 
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cl la distance de la nouvelle origine au plan aura pour expression : ' . 

y/F+ B* + C*‘ • . . 

Donc, en appelant S la distance demandée, on a ' ; ’ ’ 

■■ ' ,_ Aj:'+B//+Cs'+D 

398. Problème. Connaissant les équations de deux plans, trouver 
lés projections de leur intersection. 

On obtiendra les équations demandées (n° 360, Rem. H) en 
éliminant tour à tour chacune des variables entre les équations des 
plans donnés. . . 

Si les équations des deux plans donnés sont . . ' 

Kx Cz -|- D 0 . • * ‘ 

‘ A'o;-fB'y + C'z + iy=0, 

les éqnations des projections de leur intersection seront ; 

( AC' — CA’)x -f (BC' — CB'iy + DG' — CD' = 0 
(BA' — AB')y + (CA' — AC'); + DA' — AD' = 0 
(CB' — BC')= + (AB' — BA')z+ DB' — BD' = 0. 

Exercices. I. Trouver Pequation du plan «n le considérant comme le lieu des 
perpendiculaires menées d une droite par un même point, 

U. Trouver la condition pour qu’une droite soit perpendiculaire d un plan , 
les (WM étant obliques. . , 

af 

§ 3. PROBLÈMES SUR LES LIGNES DROITES ET Lfô PLANS. 

396. Trouver l'intérsection d'une droite et d'un plan dont on con- 


naît les équations. 



Soient 

X —az-\-p\ 
y—hz^q] 

w 

les équations de la droite donnée, et. 

■ 


Ax + By + C; -p D=0 

[2] 


ccllë du plan donné. Les coordonnées du point demandé devant , 
satisfaire à la fois aux équations de la droite et àréquation.du plan, 
s’obtiendront en résolvant [1] et [2] par rapport à a-, y, z. 

En éliminant x et y, il vient : ■ ' . 

(Aa + Bô-t-C)s+Àp4-Bv-|-D = 0 . [3];' 

22 
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équation d’où l’on tire la valeur de 2 ; et , en la portROt dans les 
équations [1], on obtient celles de a; et de y. 

Ck>ndition« pour qa’mne droite soit parallèle à nn plan. Lors- 
que la droite est parallèle au plan donné, le système [1] et [2] doit 
être impossible, ou, ce qui revient au même, les vateorsde tu, y et s 
tirées de ces équations doiyent être infinies. Donc les conditions du 
parallélisme d’une droite et d’un plan sont ; 

An Bè -f- C = 0 ,' • 

Ap-t-By-j-D^O. ' , 

Conditions ponr qn'nno droite soit siinèe dans qn plan. Si la 

droite [IJ était située dans le plan [2], toute solution de [1] devrait 
convenir à [2], et par suite le système [1] et [2] serait indéterminé. 
Les conditions demandées sont donc ; 

. Aû -|- Bè C 0 , 

Ap+By-|-D = 0. 

Rsmarqub. La condition, pour qu’un plan soit parallèle à la 
droite [1] peut s’exprimer très-simplement en écrivant l’équation 
du plan sous la forme 

x — az—pz=X(y — bz — q)-i-it ' [ 4 ]; 


et la condition , pour que le plan contienne la droite, en écrivant 

X — az — p=X(y — 6z — y) • ^5]. 

Car on voit qu’aucune solution de [1] ne peut satisfaire à [4] , et , 
au contraire, que toute solution de [1] est une solution de £5]. 


597. Problème. Trouver V équation d’un plan pitssant par un 
point donné et par une droite donnée. 

L’équation du plan demandé est de la forme, 

Aa:-£-By-|-C2-l-D = 0 ft]. 


Soit {x', y’, z') le point donné, et soient 

t * 

x = az -1-pi 
y—hz^q] 



les équ.itions de la droite donnée. On aura , entre les coefficients de 
l’équation [1], les trois relations ; . - 


A^î'+.Bÿ'-fCs’-f D = 0, 
Afe4-Dè-f C = 0, 
Ap-|-By-1- D=ü, 
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({ui expriment que ie point donné et la droite donnée sont dans le 

A. B G 

plan cherché (390). On en déduira les rapports. g, g, g, et en 

les portant dans [1] , on aura l’équation demandée. Mais il vaut 
mieux traiter la question de la manière suivante. 

En écrivant l’équation du pian cherché sous la forme 


X — as — p = X(ÿ — bz — ÿ) 


13], '• 


on exprime déjà que le plan contient la droite [3]. Peur exprimer 
que ce plan renferme le point donné , il n’y a qu’à en substituer 
lès coordonnées dans [3], ce qui dcmne • - • . . • 

— «a'r— j/ = X(ÿ'— ô.s'-rÿ), ; . 

d’où , en éliminant X par division,- • . - . . 

. x-~az — P yr- bz — g 

x' — az'—p y’ — bz' — q’ . * ‘ . 

, ■ ' > 

398. Problème. Trouver Téquation d'un plan qui passe par une 
droite donnée D, et qui soit parallèle à une autre droite donnée D'. 


Soient 


x = az +p) 

y = bz4-q) 


ID], 


a;=a's-f-p') 

y=b'z4-q') 


[D'], 


les équations des droites données : l’équation du plan cherché 
pouira être mise. sous la forme (398, Rem.) 


ou 


X — àz — p=:X(y — bz — q) , 

' X — Xÿ (X& — c)s -j- Xy — p = 0 


[f’J. 


qui exprime déjà que le plan P contient La droile D. Pour que ce 
plan soit parallLde à D' on doit avoir (390) 


De [1] l’on lire 


a' ■ — X6'--j- Xô — a = 0 
p' — Xy' X y — P ^ 0 
■ ' a — a' 


:n, 

[2]- 


celle valeur, substituée dans l’inégalité [2] , donne 

a — ft 


P— P 


ou 


a — a' _ P — /)' 
b — b'~q^q' 




(3|, 
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fl étant une quantité différente de 0. Si cette condition est satisfaite 
l'équation demandée sera 

x—az—p y — bz — q . ■ ,p, 

■ • a— «' b— y 

Remarques. I. Si l’équation [3] donne pi^O, le problème n’ad- 
met qu’une seule solution. 

Si l’on trouve (i = 0, l’équation [3] indique alors que les deux 
droites sont dans un même plan , ce qui peut tenir à ce qu’elles se 
rencontrent ou à ce qu’elles sont parallèles. Dans le premier cas 
l’équation [1] fournit une valeur déterminée de X, et l’on n’obtient 
qu’un seul plan , savoir, celui qui passe par les deux droites. Dans 
le second cas, on a a = a', b = b', et l’équation [1] est satisfaite 
par une valeur quelconque de X , ce qui doit être , puisqu’alors tout 
plan qui passe par D est parallèle à D'. 

‘II. En chassant les dénominateurs, l’équation [P] dévient 
(& — b')x-r-{a — a')y -f {aV — ba’)z =p{b—b')-^q(a — a'). 

309. Problème. ly un point donné {x', -y',!') abaisser une perpen- 
diculaire sur Un plan, et trouver la longueur de cette perpendiculaire 
(coordonnées rectangulaires). ' 

Les équations de la perpendiculaire demandée sont de la forme : 


Soit 


X — x' =ia[z — z')\ 
lj—lj'=h{z—z')] 


m. 


Aa;-l-By-{-Co-(-D=0 12] . 


l’équation du plan donné. Pour que la droite [1] soit perpendicu- 
laire à ce plan, on doit avoir (38Ô) : 



Par suite, les équations de la perpendiculaire demandée sont : 



Pour obtenir la longueur de la perpendiculaire, il faudrait rem- 
placer X, y, Z dans la formule 


\/(x— a-')* + (ÿ — t/)*-4-(s— 3')* / . 
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par leurs valeurs tirées des équations [2] et [3]. Mais 11 est plus' 
simple de calculer les valeurs des différences a;— a;'» y — y', z—z'. 

. A cet effet, on écrit l'équation du plan sous la forme ■ 

A(a: — a;') + B'y — y') + C(5 — ü') + Ax' + By’ + Cs' + D = 0. 

£n faisant le calcul, on retombe sur la formule du n” 394. ^ 

■' 400, Problème. Mener, par un point donné (x', y', î'), un plan 
perpendiculaire à une droite donnée (coordonnées rectangulaires). 
L’équation du- plan demandé est de la forme ; ■ 

. A(aî-a;')+B{y-y;)+C(s-a')=^0 ' [1]. 

Soient x=^az-\-p 

. ' ,yz=bz-\-q 


les équations de la droite donnée. Pour que le plan soit perpendi- 
culaire à cette droite, il faut (388) que l’on ait ^ , 

a = 6 — ou S-zzzaC, B = 6C.. 

Portant ces_ valeurs dans l’équation [1] , et divisant par C on aura 

a(x — x')-\-U,y — y')-\-z—z' — 0. 

401. Problème. Par un point donné (x', y', i!) mener une perpen- 
diculaire à une droite donnée, et déterminer le pied et la grandeur 
de cette perpendiculaire (coordonnées rectangulaires). 


Soient 


x=az 
y = l»3-f y) 


m 


les équations de la droite donnée. Concevons, par le point donné, 
un plan P perpendiculaire à celte droite. Ce plan aura pour équa- 
tion (400) ; 

a{x — x’)-{-b(y — y')-\-z—z'—0 [P], 


et son intersection avec la droite D sera le pied de la perpendicu- 
laire demandée. Cette dernière droite s’obtiendra en joignant ce 
pied au point donné. 

Pour trouver la longueur de la perpendiculaire , il faudrait 
remplacer dans la formule / 

v'(x— a//-(-(y— y')’-}-(s— s')* ' ’ ' 

X, y, Z par les coordonnées du pied de la perpendiculaire , valeurs 
que Fon obtiendrait en résolvant les équations [D] et [P] ; mais il 
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èst p1U8 simpte de cidculer les Tsleure de ar— a/, y—?/*, a— s*. 


Pour cela , on écrit les équations de la droite sous la forme ; 
X — x''=a(s — s') — ar'+«s'-}-p, 

■ • y— y'=i’(- — 3')^ — t/-\-bz'-\-g. 

En faisant le Calcul, on retrouve les formules du n* 3,84. 


’ 40H. Pboblèmk. Trouver l’tttigle d'vne droite et d'm plan (tooT- 

dannées rectangulaires). . . 

L’angle demandé V est le complément de l’angle a de deux droi - 
tes menées par l’origine, l’une parallèle à la droite donnée, et l’au- 
tre perpendiculaire au plan donné. 


Soient 


x=az . • 

• t y zzzbz • ‘ . 

les équations de la parallèle à la droite donnée, et soit ^ 

Aa:-fBy4-C5 + D=0 

l’équation du plan donné. Les équations de la perpendiculaire à ce 
plan, menée par l’origine, sont (388) : ‘ ■ . 


X y 2 


On aura donc (583) : 

' • ■ sin V = cos a 


An+Bé-f-l 


Cette formule redonne les conditions déjà trouvées pour qu’une 
droite soit perpendiculaire ou parallèle à un plan. 

>103. ProblCme. Trouver ta plus courte distance de deux droités, D et IT, dmt 
on connoKtf» rfguafionj (coordonnées rectangulaires). 

SI par la droite D, on mène un plan P parallèle à D', et par la droite IT un 
plan P", parallèlf 'a D, ces deux plans seront parallèles cl leur distance sera égale 
à la dislance demandée. Soient 



■ - 

!t = aï -t-p ) 
y = bx +<l 1 

[l>]. 



x=a's + p' j 


'* ■ 


y = 6’* + 0' ( 


les équations des droites D el IV. 

Les équations des plans P et P' seront (598 , Item. 11.) 

. — o')y-t-(ab'— 6o')s = p(6 — è) — g(o — a'), 

. (k— &>— (o — o')y +(ob' — ba')ï=p'(b— &’)— a’(a — o'). 

Désignons par 8 el S' les distances de l’origine aux plans P el P', el par A la 
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dtilance demandée. Nous aurons, si les plans P et P" sont du même côté de 
l’origine, A = 8 — et (Ï94) 


_ p(b—b^ — q(a—a') 


8 = 


par suite 


V(o^o7 + (6_b7 + (al/ - baf 
p'(l) — b')— (j'(o — o') _ 

4- (b-b'f + {ai'— ’ 




(P — P') (l> — !>')—(</— g')(a — at- 




V^(o _ o7 + (6 — b')> + [ah' — baif 


Si les plans P et P' étaient de part et d’autre de l’origiue, ce qui , dans cliaquc 
cas particulier, sera Tacile à reconnaître en cherchant leurs points d’intersection 
avec l’axe des x par exemple , alors on aurait A = 8'-|- 8. Dans tous les cas, le 
radical doit être pris avec le même signe quê le numérateur, aün que la valeur 
de A soit positive. 

En ayant égard aux formules des numéros (378) la valeur de A peut être mise , 
sous la forme 

f 

. ( P — pO (cos P cos y — cos y cos P") — (q — q') (cos O cos y' — cos y cOS a') 

~ sin V 


V désignant l’angle des deux droiles, ét a, p, y; a', p', y, les angles de ces 
droites avec les axes. 


R(MAR(K>es. I. Lorsque les droites sont parallèles, on a'q=ta' et b=b';Ia valeur 
de A se présente alors sous la forme de l’indétermination. Cetle circonstance tient 
à ce que, dans ce cas particulier, les plans auxiliaires P et P', dont nous nous 
sommes servi pour établir cette formule, sont eux-memes indéterminés. Pour 
avoir, dans ce cas, la distance des deux droites, il faudra d’un point quelcon- 
que de la première, abaisser une perpendiculaire sur la seconde et calculer 
la longueur de cetle perpendiculaire. 

Hais on peut encore faire disparaître cetle indétermination apparente à 
l’aide de l’artifice suivant. Menons par le point (p*, y, 0), trace de D' sur le plan 
des xy, une droite E, dont les coefficients angulaires soient a— e, b— e, e étant 
une quantité indéterminée que nous ferons ensuite converger vers 0. En rem- 
plaçant a— a' et b— b' par e, la valeur de A se présente, après réduction, sous 
la forme 

[4'], 


A = £ 


v'2-f-(a-b)'. 


et comme elle ne contient pas e on voit qu’elle exprimera la dislance de In 
droite D à la droite E dans toutes les positions de celle-ci , et par conséquent 
lorsque « sera nul , c’est-à-dire lorsque E sera parallèle à D. 


II. On obtiendra les équations de la perpendiculaire commune aux deux 
droites données, en menant par D un plan perpendiculaire à P', par D* un 
plan perpendiculaire à P, et en cherchant les intersections de ces deux plans. 
En développant le calcul , on trouvera 


[(o— o') -|- b(ab'— bo')](jt— p) + [b — b' — o(ab’— ba’)% —q)- 

— [b(b — b*) a(o — o')] X =0 


et 


[(o - o’) -t- b'iaV - bo')] (« - p') -f- [6 - b' - o'(ab' - bo')](p - q’) 
— [b’(b — b*) -I- o’(a — a*)] X = 0. 


£ '4 


,<r-J 


4 


\ , 
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' Exercices. I. Mener par un point une droite parallèle à un plan donné et qui 
rencontré une droite donne'e. ’ ' 

II. Mener par un point donné un plan parallèle à deux droites données. 

in. Trouver l’équation du plan qui partage en deux parties égales l’angle 
de deux plans donnés. 

IV. Démontrer que les droites qui joignent les müieux des côtés opposés d’un 
qtiadrilatère gauche se rencontrent. 


; CUÀPITRE V. 

DES ÉQUATIOIVS »U SECOND DEGRÉ A TROIS VARIARI.ES 
— LEUR RÉDUCTION A LA FORME LA PLUS SIMPLE.' 

- ' § I. NOTIONS PRÉLIMINAIRES.- , , 

-404. Ferme K^nénUle de l>è<iaatioD du eeeond de^rf à-troî* 
variables. L'équation la plus générale du second degré à trois 
variables peut être mise sous la forme : . 

‘ ‘ ÂJ;* + 2Dys -f-2Ca: \ - 

■ . -1- By’ 4* 2Esj; -j- 2Hy ' = K . . 

+ C5* + 2Fxy-f2U ) 

Elle contient dix termes : sa discussion immédiate entraînerait donc 
dans des calculs très-compliqués. C’est pourquoi, avant d’examiner, 
les divers genres de surfaces qu’elle est susceptible de représenter, 
il convient de la réduire à une forme plus simple. Mais cette ré- 
duction ne peut se faire qu’en adoptant un nouveau système d’axes, 
dont les éléments jouissent, à l’égard de la surface représentée, de 
propriétés remarquables. Nous commencerons par en donner la 
définition. 

4011. Définitions. Marface diamétrale. Plan diamétral. Le 
lieu des milieux de toutes les cordes d’une surface, parallèles à 
une même direction, se nomme une surface diamétrale. Si les 
cordes considérées rencontrent la surface donnée en m points , 

la surface diamétrale se composera de — ~ nappes , puisque 

les m points d’intersection , combinés deux à deux , fournissent 

m(m — 1) ... 

' milieux. 

2 > . ■ • 
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Lorsqu’une surface diamétrale se réduit à un plan , elle prend le 
nom de plan diamétral. 

Toute droite parallèle aux cordes qu’une surface diamétrale 
coupe en deux parties égales, est dite à cette surfaoe 

diamétrale. . . n . 

406. Lorsqu’on prend un plan diamétral pour plan' des xtj, et 
pour axe des z une droite conjuguée à ce plan, la substitution de 
— 5 il 4-" ne doit pas changer l’équation de la surface, ce qui exige 
qu’elle n'ait que des termes de mêmè parité on z, c’est-ii-dire ou tous 
de degré pair, ou tous de degré impair. Mais, dans ce dernier cas, 
il lie doit pas exister de terme indépendant de z. Le premier 
membre de l’équation est donc divisible par s; et, par suite, cette 
équation étant satisfaite psr s=0, quels que soient x et y, repré- 
sente l’ensemble du plan des et d’une certaine surface de (legré 
pair en z\ de sorte qu’en divisant l’équation par s il'ne restera 
que des termes de degré pair. On conclut de là que lorsqu'une 
surface admet un plan diamétral, si l’on prend ce plan pour Vun 
des plans coordonnés, l'équation'ne renfermera ^ue des puissances 
paires'de la variable relative à l’axe non situé dans ce plan. 

Réciproquement, lorsque celte condition est remplie, par rapport 
à la variable z. par exemple , le plan dés xy est un plan diamétral, 
puisqu’à chaque valeur de x et de y, correspondent deux valeurs ' 
de 3 égale? et de signes contraires. ; . 

Remarque. Si l’équation contenait un terme en z, mais ne ren- 
fermait pas dl^autre terme de degré impair par rapport à cette va- ■ 
riable, le plan des xy ne serait plus un. plan diamétral, mais il 
serait parallèle, à -un plan diamétral, puisqu’on pourrait, en 
général, faire disparaître le terme en 3 par un simple déplacement 
de l’origine sur l’axe des z. • . 

Exemples. 1. Les équations — 

i'-~Zxs^ + \xy + iy — 6i , .* , 

représentent des surfaces qui ont pour plan diamétral le plan des xy : la direc- 
tion conjuguée est celle de l*axe des ï. ' ■ . ' • 

II. Les surfaces .îi’-f2ÿ’4-1xt; + &s = n2 ’ • 

ont un plan diamétral parallèle an plan des xy. .Seulement, dans la seconde, , 
on trouverait que ce plan diamétral est 'a l’infini. 

407. Dans toute surface du second degré les surfaces diamétrales 
sont des plans. 

Rappelons d’abord que toute surface du second degré est coupée- 
par un plan , suivant une courbe du second degré (572, Rem.). 
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Un diamètre de la section ainsi obtenue aura évidemment tous ses 
points sur la surface diamétrale conjuguée aux cordes qu’il par- 
tage en deux parties égales. 

Maintenant, soient S une surface du second degré, et S' une de 
ses surfaces diamétrales; si par deux points quelconques pris sur 
S', on mène un plan P parallèle aux cordes conjuguées, ces deux 
points appartiendront au diamètre conjugué à ces cordes dans la 
courbe du deuxième degré qui résulte de l’intersection du plan P . 
et de la surface S. Mais ce diamètre est une ligne droite; et cette 
droite doit être tout entière dans la surface diamétrale. Donc cette 
surface contient toute ligne droite qui passe par deux de ses points. 
C’est donc un plan. 

Il suit de là et de ce que nous avons dit plus haut (406 , Rem.), 
que l’équation d'une surface du second degré pourra toujours être 
réduite à la forme plus simple 

Ax* -j- By’ -|- C;’ -}- 2 Fxy -|-2Gx-|-2ny-(-2l;;=K,, 

en choisissant le plan des xy parallèle à un plan diamétral, et en 
prenant pour axe des o une droite conjuguée à ce plan-- Comme 
d’ailleurs, par un changement d’axes dans le plan des ory seul, 
on peut faire disparaître le terme en xy , on voit que l’équation 
pourra être mise sous la forme 

Ax* + By’ -|- C s* -1- 2 Gx -j- 2 Hy -f- 2 U = K.' 

et cela d’une infinité de manières et sans cesser de représenter 
toutes les surfaces du deuxième ordre; mais les axes seront, en 
• général , obliques. ■ • 

408. Piaas diamétraux coiUnipiéB. Deux' plans diamétraux 
sont conjugués lorsque les cordes conjuguées à l’un d’eux sont pa- 
rallèles à l’autre. 

Lorsqu’on prend deux plans conjugués pour plans des xy et 
des XX, et pour axes des y et des x des droites respectivement con- 
juguées à ces plans , l’équation ne doit contenir que des puissances 
paires de z et de y. Et réciproquement si ces conditions sont rem- 
plies, le plan des xy et celui des xz seront deux plans diamétraux 
■conjugués. 

Les plans des xy et des xz seront encore conjugués si , en fai- 
sant tourner l’axe des y dans le plan des xy, et l’axe des z dans le 
plan des xz, on peut rameber l’équation à la forme précédente. 

Trois plans diamétraux sont dits conjugués lorsque deux qoeK 
‘ conques d’entre eux sont conjugués. 

Lorsque les trois plans coordonnés sont conjugués, l'équation de 


> ' 
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ia surface ne doit renfermer que des puissances paires de cbamioe 
des variables. 

Exemples. Les plans des ry et des tx sont diamétraux et conjugués par rap- 
port aux surfaces que représentent les équations , , 

+ — Ss’ + 3ÿ’=IOO • 

Air’ — 6x’y> = 25. 

Les plans coordonnés sont conjugués relativement à la surface qui a pour 
équation ' . . 

i’+3y’ + 4*’=25 ■ n - . 

409. Plan» fliam^rraa» princtpanx- Un pian diamétral est dit 

principal , lorsqu’il est perpendiculaire à ses cordes._ . ' 

Réciproquement les cordes conjuguées à un plan principal sont 
à\ies cordes principales. ■' ' IS 

410. Diamtire». L’intersection de deux plans diamétraux se ‘ . 

nomme un dUmètre. Le diamètre est principal lorsqu’il est l’inter- 
section de deux plans principaux. On lui donne aiissi le nom A’ axe. 

On nomme sommet le point où une surface, est rencontrée par 
un de ses.axtô, ■ . 

~ Trois diamètres sont conjugués lorsque les plane qui les eon> 
tiennent sent conjt^ués. 

411. Centre. Un point est dit cfiM/re d’une surface lorsqu’il par- 
tage en deux parties égales toutes les cordes de la surface qui y 
passent. 

Lorsqu’un centre est pris pour origine, si l’équation de la sur^ 
face est satisfaite par les coordonnées a;, y et s d’un certain point, 
elle doit être également'satisfai te par les coordonnées — x , — y et — s 
du point symétrique du premier par rapport à l’origine. L’équation ! 
doit donc rester Ja même lorsqu’on change simultanément le signe . 
de toutes les variables. ■ . . 

Soit alors V =U , ■ 

l’équation de la surface supposée algébrique, V représentant l’ed- 
semble des termes de degré pair, et U l’ensemble de ceux de degré . ' • 

impair. Si l’on change le signe de tontes les variables, l’équation 
sera encore satisfaite et deviendra . 

V=— U. ' ■ . • ■ 

On devrait donc avoir pour tous les points de la surface 
V=— V et U= — U, ' . • ■ 

c’est-à-dire- - • V=0 ' et U=0. . ' . 

- Mais comme une surface ne-peut avoir deux équatiQns, HJattt . 
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qne l’une ou l'autre des quantités.U, Y soit identiquement nulle. 

On conclut de là que . •: 

L'éfjualion d’une surface à centre, lorsqu’on prend ce point pour 
origine, ne contient que des termes de même parité. La réciproque 
est évidente. 

Kemabqdès. I. Le rentre d’une surface appartient évidemment à 
toutes les surfaces diamétrales, et sera déterminé par l’intersec- 
tion de trois d'entre elles. 

IL Pour savoir si une surface du second degré admet un centre, 
il suffit de chercher s’il est possible de faire disparaître les termes 
du premier degré par un simple déplacèment de l’origine. 

Kxenfles. 1° Les équaHons ' xy + xx + yi = i, . • > • 

3^y + xy^ + 3t>+U=iO, 

représentent des siirtaces ayant pour centre l’orlftine actuelle descaordonnées. . 

Dans la secendc, qui est de degré Impair, le centre fait partie de la surface. 

3° La surface représentée par l’équation 

A;r>+By’ + Ci’ + 2Gar + îHy+2Ix=K, ' 

admet un centre Si A, B et C sont différents de 0. En effet, si l’on transporte 
l’origine au point (z, ,yt,Si), les termes du premier degré de l’équation trans- 
formée seront . ■- 

2(Aj-,+G)x. 2(By,-t-H)y. 2(Cï,-i-lîï, ;■ ' . 

et on les fera disparaître en posant ' ^ 



valeurs dont aucune n'est infinie, d’après t’bypotiicsc. 

Si l’on avait A=0, il serait impossible de faire disparaître le Inme enz , 
donc la surface n’aurait pas de centre. 

'Ainsi l’équation 5y’ + tï’— — 2y— 3 î=20 ' 

représente une surface dénuée de centre. ' • . 

§ 2. KVAXOÜISSEME.M DES TERMES DU pnEHIER DECné. — DISTINCTION- DES 
SURFACES DU SECOND DEOtLÉ EN SURFACES A CENTRE BT SURFACES DÉNUÉES 
DE CENTRE. - i 

\ 

412. Coordonnées dn centre. Reprenons l'cqualion générale 

Ax’ 2 Dy- -)- 2 Ga: 

^ ■ --]-By’4-2E5a;-{-2Hy =K [1], 

■ ' + Cs‘-}-2Fxy -j-2l 3 ' 

ou plus simplement - 9 ( 3 -, y , 3) = K , 

«t cherchons d’abosd s’il n’est pas possible, de faire évanouir les 
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termes du premier degré. A cet effet,' transportons l’origine en un 
point (a:i, yi, Si) : l’équation transformée sera, en supprimant les 
accents des nouvelles variables , . , 

Aa:’-j-2Dy5-|-2(Axi-l-E3i-}-Fyi4'^)^ , • 

By’ -j-2Eia;+2 (By, Dr, -j- Fa:i-j- H) y |=K-^»(ar), yi,3i). ' . 

** Ce* +2Fxy+-2(C=, + Dy,-}-Ea:, + l) 3 ) • 

On voit que les valeurs de Xt, yi, si propres à faire disparaître 
les termes du premier degré, sont données par les équations 

Aa’, -|- Fy, 4" Ejt+ G = 0 ^ • 

F^:, 4” By, 4- Ps, 4~ G = 0 j [CJ. 

Eic, 4“ Dyi4“ Cil 4" f = 0/ . 

Ces équations peuvent s’écrire immédiatement à l’aide d’une règle 
très-simple. Si l’on désigne par X, , Yi , Z, les dérivées par rapport 
hx,y, Z du pi-emler medibre de l’équation, dérivées dans lesquelles ' 
on remplace ces variables respectivement par Xi, yi, z,, les équa- 
tions [C] reviennent à ^ 

, X, = Q, Y,=0, Z,=0. • 

( 

Cés équations résolues par la méthode ordinaire , donnent ■ 

..-N _F .._Q’ rr-i 

jft — ~ — 1^ . J 

en posant pour abréger 

R = AD*-fBE’4-CF> — .\BC — 2DEF . . 

- N = G(BC— D’)4- U(DE— FC)4-I(DF— EB) 

' , ■ P = IItCA— E*)4-I(EF-T-bA)4-G(ED — FC)' ' 

Q = I(AB — F') 4- G(FD— EB) 4- H(FE — DA). 

La possibilité de faire disparaître les termes du premier degré 
tient, comme nous l’avons vu, à l’existence d'un centre situé au 
point (xi, yi,Xi)‘. Donc^, suivant que les valeurs [C'] seront finies et 
déterminées, indéterminées ou infinies , la surface admettra un ' ' < 
centre unique, une infinité de centres ou n’en admettra aucun. ^ 
Mais avant d’examiner ces différents cas, nous proposerons une 
règle mnémonique pour retenir la fonction R qui, conune nous al- f 
Ions le voir, joue un rôle important dans cette théorie. Si l’on écrit ’ 
les coefficients des termes du second degré comme il suit. : 

ABC... 

DEF.:..-' 

■ ' . DEF,,. ^ i 
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la fonction R est égale à la somme des produits des nombres conte- 
nus dans chaque ligue verticale moins la somme des produits des 
nombres contenus dans chaque ligne horizontale. 

' -413. Sarface* à centre uniane. Si l'on a 0, les valeurs [C'] 
sont finies et déterminées , et les équations [Cl n’ont qu’une seule 
solution commune : la surface admet donc un centre et un seul. 
En y transportant l’origine, l’équation [1] sc réduit à 

‘ • A»‘4-By*-|-C5*-f-2J)ÿ- + 2E;x-f 2Fa;y = K, [2] 

en posant pour abréger .. . . ■ . 

^ Kj = K — ÿi, iij. 

Cette équation ne renferme qu’un seul coefficient nouveau , Ki , 
dont la valeur peut s’obtenir d’une manière très-simple. Si l’on 
multiplie la première des équations [C] par Xi, la deuxième par yi, 

. la troisième par 2 i, et qu’on ajoute, on a 

AX|*-|- 2 Dyiiîi-|- Gxj A *:* 

. 2E-,x.-|-Hy. = 0, . 

Cji’-|- 2 Fxiyi -}- Isi / ■ . 

ce qui , en augmentant les deux membres de Gxj 4- Hÿi -j- I-i > 
donne 

ÿ(Xi, yi , -i) = Gxj -f- Hyi -f- 1::, 

et, par suite ■ • ' 

. . - ' Kg — K. Gxi — llyi — 1-^g , 

valeur facile à calculer. On voit (|ue le terme constant de la nou-^ 
velle équatioh est égal au ténue constant de la première , diminué 
de la.demi-sOmme des termes du premier degré dans lesquels on a 
remplacée, y,5,parxg, y,,?,. , , . 

Exemple. Soit l'équaUsn 

+ 3y’ + + 2yx + 4X* Cît/ — 2(it — 2iy - 32* = ÎC. 

l.es équations du centre sont , . . ' . 

+ 2*,=; 13 

' 8jt, -|- 3y,'4- «c= 12 . ‘ 

2*1+' y, +4*1=5 IC, . . . 

elles admettent une solution unique ' 

« 

, *1=1, 1/1=2, *1=3, 

Donc la surtàce proiiosée admet un centre dont ces valeurs représentent les 
1 eoordonaées. . . 
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. On a, dans ce cas K, = i3.i + >2. 3+ > 6 . 34 ^ )ii, 
el l’équaliOD de (a surface se réduit 

i’ + 3y^ + 4i’ + 2yi4-4ia! + 6*ÿ = lll. ' 

414. Si l’on avait Ki = O, l’équation se réduirait à 

Aa^-|-By’ + C®*4-2Dy8 + 2Ea«-j-2Fa;y = 0 . [3], 

et serait homogène par rapport aux trois variables. H e^ facile de. 
voir qu’elle représente un cône. Bn effet, soient ' 


xz=az i 



les équations d’une droite menée par 4’origine ;-cef valeurs de x et 
de >J étant substituées dans [3] donnent 

. >[Àa* + B6’ + C+2D6,-f2Ea + 2Faé]=0 

équation satisfaite, quel que soit si l’on a 

À«* + B6>+C + 2D6 + 2Ea + 2Fa6«0 ■ ‘ [4]. 

La surfoce contient donc toutes les droites qui passent par l’origine 
et dont les coefficients angulaires satisfont à la relation [4] ; c’est 
donc un cône. » 

Une surface conique est d’aUIeura, par sa définition ménae, une 
surface à centre. , ' , 

‘ Rmuaoiii. Si la relation [4] ne fournissait que des valeurs iiQagi’i 
uairas de 4 pour toute valeur réelle de b, l’équation [8] ne repréaw-r 
tarait en ré^té qu’un seul point , l'origine nouvelle des coordonnées. 
On peut dire aussi que l’équation représente, dans ee cas, un cône 
imagioaire. 

On jugera que 4’équation représente un cône réel ou imaginaire, 
suivant que l’intersection de la surface par un plan sera une ajurbe 
réelle eu imaginaire. 11 y aura avantage à ohoisir pour cet objet un 
plan parallèle à l’un des plans coordonnés. 

Exemple. Soit l<é(iuation - . 

^ + 8y’ + 4/ + 2v» + î — îd* — V r--85tï ■>- 84. 

La surface qu’elle représente a un centre, dont tes coordonnées sont s=l , 
i/=c2,s = 3. Eny transportant l’origine , on trouve 

a* + 3{(’+U'r|-2iFi + 4i* + #*ÿ=0. . 

En faisant ï = I on obtient ' . . ’ . 

^’+ 4'iry + ?V*~ + ** T 4 = 0# 

équation qui représente une hyperbole : la surface proposée est donc un «éw. 
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415. Surfaces dénuées de centre. Si R = 0 et qU6 l’un SU, 
moins des numérateurs N , P, Q , soit différent de zéro , l’une au • 
moins des valeurs [C'] sera infinie, et les équations [C] n’auront 
aucune solution commune : la surface sera dénuée de centre 


Exehfle. Soit l’équation - 

ac' + 2y ’ — 8xy + 0i — 2y •+ = 2» , 


on trouve = ce qui indique qu’il n’ya pas de'cenlre. El en effet, l’équa- 
lion iti = 0(412)se réduit dans ce cas a 4= 0, ce qui est absurde, et indique 
bien qu’on ne peut pas. taire disparaître le terme en s. 


416. Murfsccs qui adniGltént' nue Infinité de centres. St l'oil 
a en même temps 

R = 0, N = 0i P = 0, Q=0; > . .• 


les valeurs [C'] sont indéterminées et la surface admet une infinité 
de centres, parce que læ équations [C] se réduisent alors à deux 
ou même à une seule, et qu’il est possible d’y salisfairé d’pne infi- 
nité de manières. Mais il faut distinguer deux cas. 

~ l” Si les équations [C] se réduisent à deux , en sorte que la troi- 
sième, par exemple, soit une conséquence des deux autres, les 
centres se trouvent tous sur la droite D représentée par l’ensemble 
des det^ premières. Coupons la surface par deux plans P et Q , 
l’un qui traverse la ligne des centres, l’autre qui la contienne. i.a 
première section est une courbe du second degré C , ayant pour 
centre le point de rencontre du plan P et de la droite D. C’est donc 
une hyperbole ou une ellipse. La seconde section, aussi du second 
degré, a une infinité de centres situés sur D , et ne peut, par con- 
séquent, être que l’ensemble de deux parallèles à cette droite. 
£n faisant tourner le plan Q autour de la ligne des centres, on ob- 
tiendra une infinité de droites, toutes parallèles et rencontrant Iq 
section transversale. Donc la surface représentée est un ctlirdre 
A BASE ELLIPTIQUE OU HYPERBOLIQUE. ' •' . - . - ■ 

2° Si les équalions {C} se réduisent à une seule, à la première,- 
par exemple , lu surface admet une infinité de centres situés sur, le 
plan P que cette équation représente. Toute section plane Caite dans 
la surface aura une infinité de centres situés dans leplan P. Ce ne 
pourra donc être queTensemble de deux droites parallèles D et D'. 
Comme d’aillenrs une série de plans parallèles Q, Q', etc. coupera 
le plan des centres et par suite la surface suivant des droites toutes 
parallèles entre elles', et 'qui rencontrent les unes la droite D, les 
autres la droite D', on voit que la surface peut être conçue comme 
engendrée par deux droites, se mouvant parallèlement à clles- 
. mêmes et rencontrant toujours deux droites fixes ; elle se compo- 
sera.aionc de DEUX PLAKs PARALLÈLES. ,• .. — . 
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Exehples. P Soit l’érination 

U’ + 0i/’ + 07i>‘-ieïT — 54iy = 36. [I] 

Les équations du centre sont, en supprimant les indices , 

. U— 8j = 0J. 

' 9y — 27.ï=OX _ [C]. 

97ï— 8i-27ÿ = o) 

On tire des deu» premières 

i = 2r, ÿ = 3i ‘ ■ [2] 

valeurs qui, portées dans la troisième , donnent 

97i — ICï-^aixi^O 

■ c 

ou. 0 =0. . 

D’ailleurs, si l’on coupe la surface par le plan des «v, on oblient la courbe 
qui a pour équations ■ 

i = 0, )i’ + 9v’=36. _ [3] 

Donc la surface est un cylindre b base elliptique. Bes génératrices sont paral- 
lèles à la droHe représentée par les équations [2] et on peut le considérer comme 
ayant pour directrice l’ellipse représentée par les équations [31. - ' ' 

2 ’ Soit l’équation ‘ ' ■ . 

8ï’é-'18t/-l-2ï’-|- I2yi + 81* + 24xy — 40*— 7Sy — 25* + 75=0 [I | 

les équations du centre sout , eh supprimant les indices ' ' , 

8* + I2y + 4* = 25 


I2*+ 8y + fi* = y 
4*+ 6ÿ + 2y=y. 


[Cl. 


On reconnaît que la deuxième s’obtient eu multipliant la première par ; la 
troisième en multipliant la première par Donc la surface se compose de 
deux plans parallèles. ' ' - 

En effet, si l’on résout l’équation [1] par rapport â *, on trouve, tout calcul 
fait . ' 

ny + i»-2& & 

L’équation [i] est donc le produit des suivantes 

2»+3ÿ+4x— 5 = 0 
4* + 6ÿ+8x— 15 = 0,- 

qui représentent bien deux plans parallèles. 

3* ^ appliquant les mêmes méthodes b Téquation 

ac’ + y’ + x’ + 2ÿ* + 2*x + 2jÿ— 10*— lOy— 10x + 25=0 

on reconnaît qu’eHe représente un plan unique, qui a pouréqhation 

a + ÿ+i = 5. 

Le premier membrê de l’équaiioti n’e+ en effet que le carré de (*’+y+x— 5). 

Î3 
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417. Résamé. Les surfaces tiu secoud ordre se pRrtagent en 
deux classes : 1* les surfaces qui admettent un ou plusieurs centres ; ' 
2" celles qui sont dénuées de centre. 


§ 3. ÉVANOUISSEMENT DBS RECTANGLES DES VARIABLES. — RÉDUCTION 
DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX FORMES. 

418. Jusqu'à présent nous n’avons fait aucune hypothèse sur la 
direction des axes. Désormais nous, supposerons ces axes rectangu- 
laires, ce qui est permis, puisqu’on peut toujours passer de l’équa- 
tion de la surface rapportée à des axes obliques à l’équation de 
cette surface rapportée à des axés rectangulaires. On sait que dans 
çe passage son degré reste le même. • 

Soit donc . . ... ' 

■ Ax*-f- 2l)ÿ- -|- 2 Gj; J ' . ' 

-l-Bÿ*-4-2E-ar-f 2flÿ| = K ‘[1], 

' . • -f Cs'-f 2Fxy-t-2l sj . ■ ' 

ou plus simplement f(a?, y, s) = K, ' . 

l’équation de la surface rapportée celte fois à des axes rectangu- 
laires ; et proposons-nous de changer ce système en un autre éga- 
lement rectangulaire, de telle sorte que les termes qui renferment 
les produits des variables disparaissent. , ' - 

Nous avons vu (407; que la disparition de ces termes ne pouvait 
s’effectuer qu’en prenant pour plans coordonnés, soit des plans dia- 
métraux , soit des plans parallèles à des plans diamétraux. 11 nous 
faudra donc commencer par chercher le plan diamétral conjugué 
à une direction donnée. 


419. Plana diamétranx conja^néa anx axea. Od peUl d’abord 
obtenir très-siipplemcnt les plans diaméti’aux conjugués 4 ux axes. 
Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de l’axe des x. En résolvant 
l’équation par rapport à æ, on trouve 




Y désignant une certaine fonction de y efc de z. On voit par là que, 
pour avoir les points de rencontre, d’une parallèle à l’axe des x 
avec la surface proposée, il faut, à Yx du point où cette.parallèls 
rencontre le plan donné par l’équation 

_ Jy-|-^-[-G . ... 

• ® Â . 

ou Ajc-|- F y^Ea rj-G = 0 • , [P], 
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ajouter et retrancher alternativement la même quantité Dono 

le plan [P] est le plan diamétral conjugué à l’axe des x. 

Eemabqobs. I. Si l’on désigne par X la dérivée de (p {x, y, z) par 
rapport à x, on voi^ que le premier membre de l’équation [P] n’est 
X • 

autre chose que — . Ainsi, en représentant par ¥ et Z les dérivé» 

de f(x, y, z) par rapport à y et à a, les plans diamétraux conju-, 
gués aux axes seront donnés par les équations 

X=0, Y = 0, Z = 0. ' 

II. Les équations qui nous ont servi à déterminer le centre d’une 
surface du second degré n’étaient donc que les équations de trois 
plans conjugués aux axes,, 

III. Le calcul que nous venons de faire est indépendant de' la 
direction des axes , en sorte que X = 0 sera encore l’équation du 
plan diamétral conjugué à l’axe des x , dans le cas des coordon- 
nées obliques. 

420. Plan diamétral çonjoiraé à uae dlrecUaii. qaelconque,' 

Soient , , . . , ; , 

l=:CQS\, »î = COSii, n = COSv . 

les cosinus des angles que la direction donnée fiait avec les axes po- 
sitifs. Si l’on prend pour nouvel axe des X une parallèle à cette di- 
rection, l’origine et les doux autres ne changeant pas, l’équation du 
plan diamétral conjugué sera ^ 

X' = 0, . • 

X' désignant la dérivée , par rapport à a;' , du premier membre de 
la nouvelle équation. 

Or, pour avoir X', il suffira, d’après les règles relatives aux fonc- 
tions composées , de prendre la dérivée par rapport è x' de 
■3)1 on y considérant X , ,y, z comme des fonctions de x' don- 
nées par les formules de transformation propres à ce cas, c’est-à- 
dire (569, Rem.) • 

3-=/x', - 

■ - y^mx^+yf, 

z=nx' -\-z’ . • • . 

D’après ces règles, et en observant que les dérivées; par rapport 
à x' , de ■ ■ • • 

X, y, z • ' . ' 


sont respectivement 
on aura 


l, m; n, 

X' = Xl+¥i»-f Z)i.- 
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.L’équation du plan diamétral , dans lemouveau système, sera donc 
X/-j- Y» j 4-Z«=0 , '[d], 

si l’on a opéré les substitutions indiquées ; ipais il est clair que si 
on ne. les opère pas , on aura l’équation du plan diamétral dans le, 
système actuel, ce qu’il fallait trouver. 

. Remaroües. I. On a'^ X = Ax-(- + G 
.^Y = Fx + By + Ds + H 
2 Z '= Ex -f- Dy -j-. Cs 1 , 

la substitution de ces valeurs dans l’équation [d] la réduit è 


(A/-f F»n + En)x\ 

( « 

+(Ef+D«! + Cn)s{“" 
+ Gf+H;« + In J 



Pour la retenir sous cette nouvelle forme , on remarquera que le . 
coefficient de x est la moitié de la dérivée , par rapport à x , des 
termes du second degré de ip(x, y, z), après qu’on y a remplacé x 
par /, y par m , par n : une règle analogue donnera les coeffi- 
cients dey et de s. Quant au terme tout connu, il est égal à la 
nioitié de l’ensemble des termes du premier degré , dans lesquds 
on a opéré la même substitution. - 


II. Le plan diamétral correspondant à la direction donnée sera 
situé à l’infini, si l’on a 


À/-|-Fm-t-Ea=0 
F/ + Bot -j- D» = 0 


Ef + DOT + C» = 0. 

Mais , d’après la théorie des équations de cette forme , cette circon- 
stance ne peut se présenter que si le déterminant des coefficient 

. • ' A., F, E, 

■ F,B, D, 

E, D, C, 

déterminant qui n'est autre que la quantité désignée par R , ad 
n’’ 412 , est à 0 , c’eet-è-dire dans les surfaces dénuées de ' 
centre , ou qui en ont une infinité. 


* On sait qu’on appelle ^terminant le dénominateur commun des inconnues 
dans les formules générales qui résoUoit un système d’équations du premier degré 


c' 

q 

di 

re 

dii 


et 


éqi 

de 


et£ 


Mai 

DQe 


esli 

Hoc 

A- 

H.I 

(A- 

den 
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• III. L’équation [«?] est satisfaite quand on a î=0, Y = O, Z = O, 
c’est-à-dire lorsqu’on y substitue les coordonnées du centre. Ainsi, 
quand la surface admet un centre, çe point se trouve sur un plan 
diamétral quelconque. . * 

42f. Plans pplneipanx. Cordes principales. Pour que le plan 
représenté par l'équation [D] soit principal, il faut qu’il soit perpen- 
diculaire à la droite qui a pour équations] . ; . . . 

- = i- = - 

l m n* 

et qui lui est conjuguée. On doit donc avoir (Stt8) 

Af-f-Fwi-f-En Ff-j-But-j-Dn .1 

* . i ~ ^ Â ^ 

équations qui reviennent, en désignant par s la valeur commune 
de ces trois rapports, à 

-(- F»» 4- En = fr 

Ff -[■ 

E/ -j- Dm -j- Cn = ns 
et auxquelles il faut joindre féquation de condition (547, Th. IV) -, ; 

= l [«]. 

• ■ 's 

Mais les équations [A], en y considérant l, m, n comme des incon- , 
nues, ne sont compatibles que si le déterminant des coefficients . ' ^ 

A— s, F , E 

’ F , B-s, D , \ 

' ^ E ■* , D , C 8 

est égal à 0. Or, ce déterminant ne diffère de celui que nous avons ‘ ■ 
nommé R, au n** 442, que par le changement de A, B et C en 
A — s, B — s et C — s. faisant ces substitutions dans la valeur de . 

R, l'équation suivante ' * . 

(A— s)D»-f (B— s)E*-f (C— s)F*— (A— s) (B—s) (C— s)— 2DÈF =sO 

devra être satisfaite; ç’^est-à-dire . 

s*— (A -f B + €)«•+ (AB-f- AC H- pC — D*— E*>-F^p-j- R==rO,’ ' 

ou plus simplement'. - , . ’ ^ 

s* + Ps'-f Qs-f-R = 0 ‘ ■ . ■ ' 
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en posant pour abréger 

;• . p^=:_A— B— C 

Q= ÂB+ÂC+BC— D*— E‘— P ■ ' . 

-R= AD*+BE*+CP— ABC— 2DEP. . - 

RemaroüBs. 1. Nons avons déjà donné tme règle ‘Ynnéfnnni^e 
pour retenir R, au^moyen du tableau 

■ ABC 

.DE'F 
- fi E F. 

Les autres coefficients de l’équation [s] peuvent -se Tetenjr à l’aide 
du même tableau : P est égal à mmns la somme des nombres de 
la première ligne ; Q est égal à la somme des produits deux à deux 
des nombres de la première ligne , moins les carrés des nombres 
* de la seconde. 

II. Les équations [A] peuvent se déduire’ des équations [C] en 
y remplaçant x, y, z respectivement par /, w , n, et les termes con- 
stants passés dans le second membre, par Is, ms, ns. 

III. L’équation [s] étant du troisième degré admet au moins 'Boe 
racine réelle. Les équations [A] ont donc au moins une solution 
réelle, et, par suite, il existe au moins un plan principal. 

Le plan principal pourrait être situé à l’infini, ce (pii arriverait si 
l’équation [s] avait une racine nulle. Mais celte circonstance ne se 
présente que si R = 0, c’est-à-dire dans les surfaces dénuées de 
centre , ou qui en ont une infinité. 

IV. Les rapports - , étant tirés des équations [A], et substi- 

n * - 

tués dans [a] , on pourra tirer de cette dernière deux valeurs de n 

■ . , ’ ■ / m 

égales et de signes contraires. Mais, comme les rapports -, — 

■ sont déterminés, il est clair que si n change de signe , f et w doiverit 
'en changer également. Les deux solutions obtenues ainsi corres- 
pebdént donc aux deux segments d’une môme dméction et ne 

fournissent en réalité qu’un seul plan principal. ^ 

Nous démontrerons plus , loin que Técpiàlion fs] a ses trois racines 
réelles; il en résulte (pt’il eiristè toujours trois systèmes, de plans 
principaux, ou du moins de cordes principales, efqu’il n’en existe 
que trois , en exceptant toutefois les cas d’indétermination qae no<B 
axMuinerons plus tard. . - ^ ^ .. . 
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49S. iftTanoirimwiBent dea tannes <|ai renfenaent les pro- 
•irits des snriafeies. — Puisqu’il esiste au moins un système de 
cordes principales , prenons l'axe des z parallèle à leur direction, 
c’est-S-dire supposons / = 0, m=0, u= !.. Les équations [o] re- 
viennent alors à . ■ 

B_E G - 

0 0~’l’ 

et par Conséquent l’on doit avoir 

D:^0, E = 0, 

* J» 

c’est-à-dire que les termes en xz et en yz ne doivent plus entrer 
dans l’équation de la surface , qui se trouve ainsi réduite à 

A'ic’-[- B'y* -f.Ns’ iWxy -f- 2G'a: -f 2H'y -1- 2l'a =0. 

Mais , par un changement d’axes dans le plan des xy, on peut tou- 
jours faire disparaître L’équation se réduira donc en définitive à 

Lx* -I- My* -f- Ns* -i-_2G’* -f 2H'y -j- 2l’s = K , [2] , 

qui représente encore, en coordonnées rectangulaires, toutes les 
surfaces du second ordre. 

495. ÉiiUBtion des Snffaces it centre nniqne. Si après Cette 
transformation aucun des coefficients des carrés n’est égal à 0, on 

■ pourra faire disparaître les termes du premier degré en transpor- 
tant Torigine au point dont les coordonnées sont 

_ G' . _ H' 1' 

■ ■ ■'■•-“T’ ^’ — M’ N- 

La surface aura donc pour centre unique le point (xi , yi , Si) et son 
équation se réduira à . ' 

. .L<c*-t-My*-l-Ns* = T ' , [I]... , 

SI l’on avait' L=Ô et G'^ 0, le terme en x n’existerait plus , et l’on 
ferait disparaître en outre les termes H'y et l's, en transportant 
l’origine au point (0 , y,, «,). L’équation prendrait alors la forme . ■ 

■ ■ %’+Ns’=T, , 

qui est comprise dans la forme [ 1 ] en supposant L 0. On voit 
qu’elle représente un cylindre à hase elliptique ou hyperbolique. 

Si l’on avait L = 0, G' =0, M==0, II’ = 0, le terme en s dispa- ^ 
raltrait par un simple déplacement de l’origine sur l’axe des 5 et 
réquàtion se réduirait à . . 

■ • . . • ' -N?'=T. ■ i 
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Mais cette dernière équation, qui représente deux plans parallèles 
- situés è égale distance du plan des est encpre cooiprise dam». 
l’équation [1] en faisant L =0, M = 0. - 

Ainsi, l’équation [1] comprend toutes les surfaces qui ont un 
centre unique ou une intinité de centres situés soit en ligne droite , ' 
soit sur un plan. 

424. ÉqaatioB des sKjrlÉeM dénaces de centre. Si L est égal- 
ai 0 sans que G' soit nul , il ne sera plus possible de faire disparaître 
le terme en x, et la sui'faoe sera dénuée de centre. Mais on pourra 
faire disparaître le terme tout connu ainsi que les termes en y et 
'len Z , en transportant l’origine au point dont les coordonnées sent 

' _ K 

ir 

'1' 

L’équation prend alors la forme . ' 

. -■ . ,My*.-f-Na* = 2Ux . {U]. - 

Si l’on avait eu même temps L = 0,‘ M = 0, mais G' et H' diffié- • 
rents de 0 ; le terme en s ayant disparu par un déplacement de l’o- 
rigine sûr l’axe des s, l’équation prendrait la forme 

Ni’‘-l-2G'x-(-2H'y = K. ■. 

Cette surface rencontre le plan des xy suivant la droite qui a pour 
équation ' 

2G'x-|-2H’y = K, ' ^ ' 

et il est clair que si l’on transporte l’êrigme nn un point de cette 
droite et que l'on prenne cette droite elle-même pour axe des y, 

•on devra avoir alors x = 0, pour ==0 quel que soit y,' ce qui exige, 
évidemnqent que l’équation se réduise à ' 

‘ Na‘=^2Ux. 

Hais cette équation, qui représente.un cylindre à base parabolique, 
est comprise dans la forme [II] en supposant M=xO. ' ’ 

42d. Bénniné. Ainsi, toute équation du second degré à trois 
variables peut être ramenée à l’une de ces deux formes 

Lx*-+-My’-1-N3* = T T {î]ï . 

My*-t-N3» = 2üx ; [If]. ‘ 
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La première convient à toutes les surfaces qui ont nn èentre ou 
une infinité de centres; la deuxième comprend les surfaces qui en 
sont dénuées. 

La première montre que les plans actuels des coordonnées sont 
des plans principaux ; l’équation [s] a donc alors ses trois ra- 
cines réelles. Dans la seconde ■ le plan des zx et celui des zy sont 
principaux , ce qui montre que l’équation [s] a dans ce cas deux 
racines réelles ; donc la troisième est aussi réelle ; mais comme sa 
valeur est égale à 0 , le plan principal correspondant est situé à 
l’infini. 

On doit conclure de là que les racines dé l’équation [s] sont 
réelles dans tous les cas; que par suite il existe .toujours trois 
plans principaux perpendiculaires entre eux et trois systèmes de 
cordes principales aussi perpendiculaires entre elles. 

4S6. Rédnctloo effeetfTe.de l’é^Dstion da.aeeond dejré à 
1» forme 1 b pina aimpie. Ce qui précède démontre bien la possi- 
bilité de réduire l’équation proposée à la forme 

Lx*-f My*-f N2‘-f-2G'x + 2H'y-f-2l'3=sK [2], . 

et, par suite, à l’une des deux formes [I] et [II] ; mais il nous reste 
à indiquer comment on parviendra à opérer cette réduction. 

, D’abord la résolution des équations [Â] fournit , pour chaque 
valeur de s, un systèmè de valeurs de f, m, n. On a donc trois sys- 
tèmes l,m, n; V, m', n'j {', né', n", qui représentent les coefficients 
de direction des trois axes rectangulaires auxquels il faut rapporter 
la surface pour faire disparaître les produits des variables; les for- 
mules de transformation sont alors 

. ' -f-iy ■ 

3 = nir'-l-ny-f-H"2'. 

On trouve facilement, en ne prenant dans cette subslitution que les 
termes en x'*, - 

L = A/* -f Bm* -f C*> -f 2Dm«. -I- 2Enf -j- 2F/m. 

Or, d’u*!! autre côté, si l’on multiplie les équations [A] r^pective- 
ment par l, m, n et qu’on qjoute, on. trouve, en ayant égard à [a]’ 

Al* -j- Bw* -(- Cn’ -1- 2Dmn -j- 2E«/ -)- 2F/»t = s; 

donc L est une racine de l’équation [s] et par suite M et N seront 
les deux autres racines. ' ' • 
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Quant aux valeurs de G', H', 1', on aura 
- • G' = G/+Hm+I« 

‘H' = G/' + H»»'4-l**' 

r=Gr+'H«‘’4-In". ' 

K Ti’a pas varié dans toutes ces transformations puisqu’on- n’a pas 
déplacé l’origine. . . ' 

La réduction ultérieure à Tune des deux formes [1] ou £11] ne 
présentera ensuite aucune difficulté. S’il s’agit d'une surface douée 
de centre, on n’aura plus qu’à calculer T, ce que nous savons déjà 
feire (413). S’il s’agit d’une surface dépour>'ue de centre , le coeffi- 
cietlt désigné par 0 sera la quantité que nous venons d’appeler G',' 
changée de signe , ét elle se calculera en tirant des équations [\] 
et [a] les valeurs de /, , n, qui correspondent à s = 0. 

Rewarqces. I. On peut prendre pour le coefficient dea?’, l'une quel- 
conque des racines de l’équation [s] ; mais, malgré une diversité 
apparente, on aura toujours au fond le même système d’axes. En 
effet, si l’on change L.en M et M eu L, il faudra aussi changer l ^ 
m, tt en m', n’, et réciproquement ; par conséquent mettre II' à la 
ptuce de G', et G' à la-place de H'. La nouvelle équatiomne différera' 
donc de la précédente , que parce que les lettres x et y. auront été 
permutées, ce qui revient à changer les . dénominations de deux 
axes. . ..... ■ • . 

II. Si l’on avait C = 0 , D = 0, E=0, l’équation [2] repré- 
senterait un cylindre parallèle à l’axe des z; l’une des valeurs de s 
serait nulle et les coefficients de x* et de y’ dans l'équation trans- 
formée seraient les racines de l’équation du second degré 

— C\ -f- B).s -f AB — F‘ = 0. 

Il est facile de s’assurer, en effet, que dans la réduction de l’équa- 
tion du second degré à Jeux vâriables, le calcul des coefficients de 
ar’et de y’ revient à la résolution de cette équation (voir rî-parlife, 
n" 90).- • 

III. Si l’on calcule la fonction analogue à R, de l’équation trans- 

formée, on trouve, — MNL; cette valeur est précisément égale à R, 
d'après une propriété bien connue des équations. Amié la fonction 
caractéristique À a conservé sa valeur dans la transformation. Une 
circonstance semblable s’était produite dans la réduction de l’équa- 
tion à deux variables, • ' 

: 487. La réduction de l’équation générale à la' forme [2] peut^e 
faire au moins d’une manière; mais nn pmi! sè demander s’il 
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n’existe pas plusieurs systèmes d’axes propres à atteindre le 
même bnt. 

Pour répondre à cette question , je prends l’équation sous la 
forme [2], et je cherche s’il n’est pas possible de changer les axes 
rectangulaires en d’autres également rectangulaires, de telle sorte 
que les produits des variables qui <mt déjà disparu ne reparaisse^ 
pas. A cet effet, il faut faire dans les formules [A] 

' A=L, B = M, C^N, D=E=F=0, 

«■donner h s l’une des trois Valeurs L, ld ou TÎ. 

‘âi'l’on' fait d’abord s = L, on obtient . ‘ ' . 

^ 11 = Il j 

' • Id»» = tnL > ■ . • r A']. • 

* . • Nn = nL ) 

La première équation est satisfaite d'elle-roêmc ; les deux autres 
ne peuvent l’être, si M et N sont différents de L , que par 

S ' - . , 

»i=coaii=ff,. n'ircosv=0, i- • 

et par suite . . l = cdsX=l^ • . 

valeurs qui correspondent aux mêmes axes ou è ces axes changés 
de sens. ' , 

On arrive à la même eonclusion en supposant s = M ou s = N. 
Par où l’on voit que tant que les racines de l’équation [s] sont 
inégales , il n’existe qu’un seul système d’axes propres à faire dis- 
paraître les produits des variables, pourvu que l’on considère comme' 
équivalents les systèmes qui ne diffèrent que par la dénomination 
des axes ou par le ^s suivant lequel sont comptées les coordon- 
nées positives. La réduction à la forme [2] ne pouvant se faire que 
d’une seule manière, la réduction ultérieure à l’une des deux 
formes [I] ou [II] ne pourra également se faire que d’une seule ma- 
nière, en sorte qu’il u’existere que trois plans principaux. ■■ “ 
Mais si deux racines de l-’équatioa [s] étaient égales, si, par exem- 
pte, -ou avait L=^M, la seconde des équations [A'j serait Griffée, 
pour tonte valeur de m, et par conséquent l’axe des ar restant le 
même, deux droites perpendiculaires entre elles et perpendiculai- 
res à cet axe pourraient être prises pour axes des y et des a, sans 
que la forme de l’équation [1] changeât. Mais dans ce cas, -toute 
section' représentée par lés équations 

. ' a = et,' -I-T* -f- L?/> -f No* + 2G'-r + 2H'y 4-^21'*= -K, - . 
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est une circonférence de cercle ayant son centre sur la parallèle à 
l’axe des s , qui a pour équations ' 


X 3= — 




On- a donc une surface de révolution ayant pour axe cette dernière 
droite. Il est évident, en effet , que dans une surface de révolu- 
tion tout plan mené suivant l’axe est un plan principal. 

■Si les trois racines de l’équâtion [s] étaient égales, les équa- 
tions [A.'] seraient toutes Ire trois identiques. Un plan quelconque 
est alors parallèle à un plan principal , ce que l’on explique aisé^ 
ment en remarquant que dans ce cas la surface représentée est une 
sphère. 

• Donc, parmi les" surfaces du second degré , il.n’y a que les sur- 
faces de révolution qui aient une infinité de plans principaux *. 


CHAPITRE VI. . 

' DISCUSSION DES SURFACES DU SECOND. OEDRE. 

§ t. DISCUSSION DBS SURFACES A. CINTRE. 

4S8. CoBsidératioBs fféBéraies. Toutes leâ surfaces à centre 
sont comprises , comme nous l’avons vu , dans l’équation 

Lr‘-l-My*-t-îi** = T , ' [I]. 

Si l’on supposé que le terme tout connu , passé dans le second 
membre, soit positif, condition que l’on peut toujours remplir, 
on n'aura plus à examiner que les cas suivants : ■ ' 

1” Les coefficients du premier membre sont tous positifs; 

2* Un seul des coefficients do premier membre est n^tif ; 

3* Deux de ces coefficients sont négatifs. ' ' ' 

Lè cas où les trois coefficients seraient négatifs doit être écarté,' 
puisqu’il est clair que l’équation [1] ne pourrait Mre satisfaite par 
aucune valeur réelle* des variables, et ne représenterait aucune 
surface. • • - 


* H. le professeur Prouhet i bien voulu noos communiquer quelques notes manu- 

asrltes, qui nous ont éi^ d’un gnnS secours pour la rédactioR dâ ce cbaplire. Noos 
loi (rffroas td l'expression de notre reconnaissance. _ ; 


DlüCUSSlOK DES SORFÀCBS DU SECOND OU»8. 

~ Toute surface à centre est comprise dans une de ces trois divi- 
sions : wulement si quelque coefficient est nul , .on peut regarder 
la surface repré^ntée comme appartenant à deux de ces classes 
entre lesquelles elle servira de transition. Ainsi, quand on a N=0, 
la surface peut être considérée comme une limite commune des 
surfaces où N est positif et de celles où N est négatif. Enfin, nous' 
remarquerons une fois pour toutes que les surfaces représentées par. 
l’équation [1] sont symétriquès par rapport aux plans actuels des 
coordonnées. De la partie comprise dws l’angle trièdre des axes 
positifs , il sera toujours facile de déduire les parties comprises dans 
les sept autres angles trièdreA ■ ^ V, 

4S0. Premier cas. hca «rois êoeBcicnte dn premier meml»M> 
MUt posUtf*. Ginbb ELUPSÛÏDE. 


Coordonnées à l’origine^ Axes. Équation aux eûtes. Si, dans 
l’équation' de la surface, on fait y=0 et z=0, on obtient 

x=dz y/j, quantité réelle que nous représentons par ± a. La sur- 
ine coupe donc l’axe des x en deux points A'et A' (fig. 170), situés 
à une distance a de l’origine. On verra de même que sf l’on pose 

' : ■; ‘=\/l- '“t/N’ ■ . 


la surface est rencontrée par l’axe des y en deux points B et B' à 

une distance b de l’origine et par 
l’axe des z en deux points G ët C'^, 
à une distance c'de ce point. Les 
six points que nous venons de dé- 
terminer sont les sommets de l’el- 
lipsoïde. 

Les droites AA'=2a, Bff=2ù, 
CG' = 2c sont appelées 'les axes 
de l’ellipsoïde. Pour introduire 
leurs longueurs dans l’équation <}e 



la surface, 
T T T 

«»’ ¥> e*’ 


il sùlfit de remplacer L , M , N respectivement par 
et alors, en diviraat par T, l’équation devient 


®* + ^ + - = l 
a*^6*^c* * 


[E], 


c’est ce qu’on appélle l’équation aux axes. 

Sections principales. En annulant tour à tour cbacuùe des varià- 
bl«i dans [E] , on aura les traces de la sur&ce sur diacun deé plans 
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ooordonaéA, ou ce que l’on-Doiuine les sections principales de l'el- 
lipsoïde. Biles ont donc pour équations 


a = 0, 

y=o, 

a=0, 


-+- = v 

6*^ c* 


Ces trois sections sont des ellipses : la preitiière a poor 

axes la et 26 î la deuxième ACA'C', 2a et 2c; la troisième BCffC', 
26 et 2c. On les nomme ellipses principales. 

Seetions par des plans parallèles aux plans -coordonnés ; limites àe 
la surface. Si l’on coupe la surface par un plan parallèlp au plan 
. des zy, à une distance ÔP = « , la section ainsi obtenue aura pour 
équations . • . . 

' y* , 3’ .* 

• - .. 

Elle représente une ellipse dont les axes sont proportionnels 
à 6*et à c. Cette section se réduit à un point si elle devient 

imaginaire pour a’>a*. 

On conclut de là que l’ellipsoïde est tout entier compris entre 
deux plains parallèles au plan des zy, menés par les points A et A'. 
La' même chose pouvant se dire relativement aux autres axes , on 
voit que l’ellipsoïde est inscrit dans un parallélépipède rectangle 
dont les arêtes sont 2a, 26, 2c. 

L’ellipsoïde est, donc une surface fermée. 

Section par un plan quelconque. Si l’on coupe l’eljipsoïde par un 
plan dont l’équation soit 

. - z = mx-\-ny + p, 

la projection de la section sur le plan des xy sera représentée par 

x\ y' , (TOX+ny-fp)' * 

o«'^6*“' c* ' — ' r , 

La fonction caractéristique B*— 4AC est ici 


mW 




ou 


m* 

F?' 


mW 


1 

o*6*’ 


Digitizecl by Google 


DISCUSSION, DSS SI RFiCBS pu SBCOND OaiMUt. 9Sf 

quamilc tpujouJ-s native : coUé projection est donc une ellipse. 
Donc, la courbe projetée, qui est du second degré, et située sur un 
cylindre à base elliptique, est aussi Une elKpse. . 

- Remaroües. 1. Si a=b=zc, l’équation se réduit à 

^ .. a?‘ -f-y’+.s*=o*, . ■ . ’ 

et représente une sphère. La sphère -est donc un ellipsoïde dont les '• 
axes aontégaux^ , - . - ' , 

H. Si b=sa , toutes les sections parallèles au plan des xy sont 
des cercles , et la surface peut être conçue comme engendrée par ' 
l’ellipse principale ACAK]' qui tournerait autour de l’axe des z. On 
a alors un ellipsoïde de révolution. 

III. Lorsque T = 0 , l’équation ne peut être salirfaile que par 
*i=0, ÿ==D et a =04 ..Elle représente un point , l’origine des 
coordonnées. Le point est donc une variété de l’ellipsoïde. 

IV. Quand l’on suppose c = oo , l’équation de l’ellipsoïde se 
réduit à. 



et représente un cylindre à base elliptique. Cette variété du genre 
peut donc être obtenue en augmentant indéfiniment l’un des axes 
de Telll^oïde , dont les deux autres axes restent constants ou 
varient suivant une loi qui leur assigne des limites finies. 

450. Demième ea». (Jn •eal^oeffleléiit négatif. Genrehtp^- 
BOLOÏDE A Une nappe. L’équation, en mettant les signes en .^i- 
dence-, est ’ ' 

• La^ + M*/— Ns* = T. 


Coordonnées à l’origine. Axes. 


Pour 


y=0,^ a=iO, ’on 


x=0, a=?Oj 


a: = 0, y=0. 


a «=±y^i 

!'=±V^1 


T . 
M’ 




Les deux premières valeurs sont réelles, et montrent que la surface 
est rencontrée par. l'axe des x et par celui des en deux pointe 
également éloignés de l’origine; mais elle n’est pas rencontrée par 
l’axè des s. 11 n’existe donc que quatre sommets A, A', B, B' (fig. 171). 


1 
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. Si l’on pose, comme dans le premier cas , . 

2a, 2ô, 2e sont appelés les axes^ de l’hyperboloïde ; mais les deux 

' y. premiers sont des axes transversés ou 

" réels ; le troisième est un axe imagi- 

naire. Ces longueurs, introduites dans 
l’équation de la surface , lui donnent 
la forme " ' . - 



' 6* c* 


^ Elle ne diffère de l’équation de Tel- ‘ 
Upsoide que par le changement de e* 
b. en— c*. . . • • 

Sections principales. Les sections principales ont pour équations 


. a?=0. 


y = 0. 


'6* c*“ ’ 

x* ^ 

a* ^6* *• 


Les deux premières QAA'Q’, RBB'R', situées dans le plan des y.s 
et dans le plan des xz , sont des hyperboles dont l’axe imaginaire 
coïncide en direction avec l’axe des z. La section par le plan des xy 
est une ellipse àBA.'B', dont les axes coïncident avec les axes réels 
de la surface. On la nomme ellipse de gorge. '• • . ' 

% • 

Sections parallèles aux sections principales. Si l’on donne à z une 
valeur constante ■x, on obtient l’équation - 

' ' . ' ^_LÎ(*_1 J-ï*' ^ • 

- . fl* a* 

qui représente la section de la surface par un plan parallèle au plan 
des xy'. C’est une ellipse QRQ'R' toujours réelle ht d’autant plus 
grande que y* est plus grand. L’hypei^oloïde se compose donc de 
deux portions indéfinies, situées de part e( d'autre du plan des ory, 
et qui, se raccordant suivant l’ellipse de gorge, ne forment en r^- 
Bté qu’une seule nappe illimitée dans les deux sens : de là son nom 
i'hyperboloide àunenappe. ■ ' ' ’ ’ . 
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Un plan parânèle à celui des yz , donne une section représentée 
par l’équiitron ‘ ^ . 

• ’ y’ 3* , a’ • . 

hyperbole dont l’axe transverse est parallèle 'à l’axe des y, si l'on a 
»’<«*, et parallèle à l’axe des s dans le cas contraire. Quand a*— a', 
l’hyperbole se réduit à deux droites. Les sections parallèles au plan . 
des xz, donneraient lieu à des observations analogues. 

Section par un plan quelconque. Un calcul semblable à celui que 
nous avons fait dans le premier cas, montrera que l’iiyperboloïde à 
une nappe peut donner, par son intersection avec un plan, les trois . 
courbes du second degré. • > ■ . . • 

Remarques. I. Si a =6, l’ellipse de gorge Wrédpit à ùn cercle, 
ainsi que toutes les sections parallèles au plan des xy. La surface 
peut alors être engendrée par la révolution de l’hyperbole princi- 
pale QA.S autour de l’axe des ,z. • 

II. SiT = 0, l’équation ' • - * 

Lx’-|-My« — Nâ*=0 [1], 

homogène par rapport aux trois variables , représenté ün cdne. ' 

Si l’on compare ce cène à l’hyperboloïde représenté par l'équation . 

• ' .- La:’-|-My’ — Ns* = T '■ ' ; • [2]. 

on arrive à un résultat très-remarquable et que nous allons faire . . 
-connaître. . ' ' ' 



C&M asymptote. Soient P (a:, ÿ, Z) et p {x, y, z) les points où une. 
parallèle à l’axe des s rencontre le cène [1] et l’hyperboloïde {2} 
nous aurons 

. NZ» = La:»-f Mÿ‘, . : 

• - , . ' N3*=Lc*-fM»/ — T, 

.d’où ‘ N(Z*— s*)=T, 

■ 7 T- . ' 

L — a I 


’ et , par suife ,• 


N 


Or, si nous supposons Z et 3-de même signe, ce qui revient à 
prendre les deux points P et p d’on même côté du plan des i-y, 
Z-|- s' croîtra indéfiniment .à mesure que l’on s'éloignera de l’ori- 
gine , et par conséquent la distance entre les deux surfaces tendra 
vers zéro; mais cette distance ne sera jamais nulle. 

A Cause de ce(te propriété, le cône [1] a reçu lé nom de cône 

24 
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’asyt/ipiote de l'hyperboloïdo [2]. Son équation peut sc mottre sous 
la forme > '■ i 


Ce sera un cAne de révolution si a = é; 

III. Lorsque e = » ,. l’équation [Hi] se réduit à 


et représente un cylindre à base elliptique. On aurait un cylindre 
à base hyperbolique en supposant é = «c , « restant fini.. 

IV. Si l’on a en même temps é = « , r = « , la surface se réduit 
à deux plans parallèles^ 

451 . Trolst^me caa. Deux eoefflcleiita néfrnlira. GENRE 
BTPÉRBoi.oïDE A DEüx NAPPES. En mettant en évidence les 'signes 
des coefficients , l’équation est dans ce. cas 


Hxe»; sommets. 


L’axe des x est donc le seul qui rencqntrç la surface. Si l’on pose 


3a, 2é, 2c, sont appelés 
If l’hyperboloïde ; 

mais le premier seul est réel, 
‘ " ~ La siu'face n’a donc que deux 

' ' ■ Fig IM ‘ sommets,. savoir ; les points 

A et A' (fig. 172), où elle ést re'ncoptrée par l’axe des x. \ ■ . . 
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En introdiiisant les longueurs des aXes dans l’équation de la sur- 
face, on la réduit à la forme • • 



[HJ. 


Cefte équation ne difiére de celle de l’byperbololde à nne nappe 
que par le changement de é* en —6’. 


Sections principales. Les sections principales sqnt données, par 
les équations ... , . . . ' . , ' 



!/== 0 , 

3 = 0 , 


, iC* * 3* 
. ■ . V* 




La première est une ellipse imaginaire. Les deux autres sont des 
hyperboles dont ràxe'lnnsversè coïncide avec l’axe des x. 

Sections parallèles aux sections principales. Limites de la sur- 
face- üné section parallèle au plan des sy a pour ^quatiofis[ 



O* ■ 


C’est, en généraj, une ellipse; mais cette ellipse est imaginaire 
tant que l’on a Elle se réduit à un point lorsque a* = a*. . 

..Donc, il n’y a aucun point de fa surface compris entre deux 
plans perpendiculaires à l’axe des x, menés par les points A et A’.' 
'Mais si l’on a la section est une, ellipse réelle qui crolf 

avec-o. Donc la surface est composée de deux nappes infinies^ sé- 
parées l’une de l’autre , et qui s’élargissent de plus en plus à tnéSure 
qu’on s’éloigne du plan des zy. De li et de la nature de deux de ses 
sections principales, le nom A'hyperholotde à deux nappes. . 

On verra de même que les sections parallèles aux ^ux antres 
plans coordonnés sont des hyperboles. 

Quant aux. sections par dÿes plans quelconques , elles peuvent 
être l'une des trois courbes du second degré. , ' ' 

Remarqdes. 1. Si b=c, toute section parallèle au plan des 3^ 
est un cercle, et l’hyperboloïde est alors^une surface de révolution 
ayant pour axe de rotation l’axe.des 

H. Si T ^0, l’équation se ré.duit à 


, . Lx*-|-My«— Ns* = 0, 

et représente un cône. 
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III. Le cOne et l’hyperboloîde qui oi)t respectivement pour 

équation ‘ . 

■ • ' V(« 7*~ ' . 

sont deux surfaces asymptotes l’une de l’autre ; même démonstra- 
tion que pour l’hyperbolpïde à une nappe. 

IV. Le cylindre à base hyperbolique et le système (Te deux plaiis 
parallèles sont des cas particuliers de l’hypcrboloïde à deux nappes. 
Le premier s’obtient en supposant 6 ou c infinis j le second en fai- 
sant à la fois ê et c infinis. 


452. Les surfaces du second ordre, douées de centre, 

se partagent donc en trois genres. 

1° Une surfaice entièrement fermée, I’ellipsoïdi, dont . l’équation 
la plus simple est . • 


X 






et qui comprend, comme variétés, le point, le cylindre à base el- 
'liptique , le système de deux plaii,s parallèles. V 

2“ Une surface illimitée dans tous les sens, n’offirant aucune so- 
lution de continuité , I’hyperboloïde a üne happe , dont l’équation, 
lit plus simple est < . . 


a* ' b' c* 


1 


[H.], 


et qui comprend, comme variétés, le c&ne, le cylindre à base ellip- 
tique ou hyperbolique, le système de deux plans parallèles. 

3° Une surface illimitée dans tous les sens , composée de deux ' 
parties entièrement détachées l’une de l’autre, I’hyperboloïde a 
DEUX nappes, dont l’équation la plus simple est 


o* 6* c*“ 


[H.], 


et qui comprend, comme variétés, le cône, le cylindre à base hy- 
perbolique , le système de deux plans parallèles. 



OISCtlSSlUN DES SURFACES OU SECOND ORDRE 


2. DISCUSSION DES. .SURFACES DÉPOURVUES DE CENTRE 


45S. «'onsldératton* irénémlcs. Les Surfaces dépourvues de 
centre sont comprises dans réijualion ' 

' Mÿ* + N;*=2Ua: ' ’ • J.11].' 

Nous pourrons toujours supposer M positif, condition que l’oii 
remplirait en changeant les signes des deux membres. Le coeffi- 
cient U peut aussi être supposé' positif , Car s’il ne l’était pas, on 
le rendrait tel en changeant le sens suivant lequel on compte. les x 
positifs, oc qui n’iDflue que sûr la position de la surface et nulle- 
ment sur sa forme. • ’ 

Ceci admis , la discussion de l’équation ne comprendra que deux 
cas, suivant que les. coefficients du premier merribre seront tous les 
deux positifs ou l’ün positif et l’aptré négatif.' 

I, • - ■ 434. Premiep 


eau. Deux coef- 
^ ■' llcIenU poBltlf». PaHABOLOÏDE EL- 

/ "'VT 7\ " 'Axe. Sommet. L’un des trois 

4 I plans principaux étant-à l’infini, la 
• 7^ I * * surface n’admet qu’un seul arfe, 
- ■/ V'..-,- . J’axe des x: Il est clair que cet axe 

. . / • '• \ J rencontre la surface q'u’en un 

•■/ jroint qui est l’originè O (lig. 173). 

A ‘ • - . -r* ' ’ ’ Ce point s’appelle le sommet. - 

■Eig 'rs- • Sections pn'ficfpate. L’une d'elles 

est à l'infini. Les deux autres sont données par "les équations 


Ce sont deux paraboles. Le' plan des sij ne rencontre la surface 
qu’au point O, puisque pour x=0 l’équation ne pèût'être satisfaite 
que par y ;=0 et 3 = 0. • • . 

En appelant 2p et 2 g les parantètrës des deux sectioUs princi - 
pales, l’équation de la surface peut se mettre sous la forme 


Digm.'.jcHjy Coogle 






■ 7' 

\ -• 

'■e 




/ -""-T" 

A . . 


x" • 

/* 1 

oy 


r 1 , X 


‘ My 

! 



■l - 



•*T| 

I 


S 74 GtOHÉTRIE ANALYflQCI k TR<HS DIVERSIOMS. 

Section parallèle au plan des zy. Une- pareille section a pour 
écÿuation . ' • ‘ . 

• ■ l/* -S* 

■ ; 2 ^+ 2 i=“- 

C’est donc une ellipse réelle ou ina^ginairOt suivant que a est po- 
sitif ou négatif; la surface est donc tout entière ii droite du plan 
des sy, et elle s’étend indéOniment vers les x positifs. ' 

-* Section par un plan quelconque. Soit ' 

•s = «2r-f-py-f Y - ; ' 

l'équation du plan considéré. La projection de la section. sur le 
plan des xy est représentée par l’équation • ' 


•' • 2j»+ 2y 

La fonction caractéristique B* — 4AC est ici f 

. . ■ - ' • . q\ q qr - ’ 


oii 


O* 

'pq 


'La section est donc une ellipse^ à moins que l’on n’ait'a=:0, 
c’est-à-dire que le plan, sécant soit parallèle à l’axe ; dans ce cas la 
section est une parabole. _ . ; • . 

Ainsi , la surface examinée ne peut être coupée par un plan que 
suivant une elUpse ou une parabole. De là le nom de^parabomde- 
elliptique. . _ _ . _ 

REUAROUas- L Si 9 = 00 , l’équation se réduit à 

et représente un cylindre à base parabolique. 

H. Si dans l’équation .Vy*-j-N 3 *= 2üa: on Suppose U==0, l’équar 
tion se réduit à My’-j-Na* = 0 , et ne peut être satisfailé que par 
y = 6, x = 0 . Elle ne représenté dope qu’une droite, l’axe des x. 

111. Si p=q, l’équatiOn représente un paraboloide de révolution. 

- 431$. Deoxième cas. Deax eoefaeienta üe signes coatrairex. 

PaRABOLOÏDK HYPERBOLIQUE. . 

L’équation devient, en mettant les signes en évidence', 

’ ■ ' • ■ Mÿ» — Ns»=?ï2Ux.- . ' ' 
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Axe y sommet. La surfece n’a, comme la précédento, qu’on seul 
axe, . l’axe desix; qu’un seul sommet, l’origine. 

Seetions principales. Ces sections sont données par les' équations 

. . . y—Q, — Na’ = 2üa;, 

3 = 0, , My’=2üa;. 

Ce sont donc des paraboles ayant leur sommet en 0 (fig. 174), 

Z / y et pour axe l’axe des a: ; mais l'une 

, . ^ ' ■' tourne sa concavité vers les a: po- 

\ / . , sitifs, et l’autre vers les x négatif. 

-/ En désignant parap et 2g leurs 

' • -/ ■ paramètres, on donnera à l'équa- 

tion de la surface ta forme . 

Eig. 174 . . ^ Seriùms parallèles aux plans co- 

ordonnés. .Une section parallèle au plan des iy a pour équation 

» ” ' ÿ* 3’- ’ 

• . X==<i, £- — “a. • 

• . ,2p 2g • ■ 

On voit que’ c’est une hyperbole dont l’axe Iransverse est parai- - 
lèle à r^xc des. X ou à l'axe des y, suivant que « est positif ou 
négaiif. Si a = 0, l’hyperbole se réduit à deux droites. La surface 
s’étend donc indéfiniment dans le sens des x positifs et dans celui 
des X négatifs. • • ' 

Des sections, parallèles aux autres plans coordonnés sont des 
paraboles égales aux paraboles principales , et semblablement . 
placées. • _ > ' . 

Section par un plan quelconque. En changeant g en — g 'dans le 
résultat trouvé pour le cas du parabololde elliptique, 6n voit que ' 
les sections planns de la surface sont toujours des' hyperboles ou 
des paraboles , et ce dernier cas n’a lieu que si le plan sécant est 
parallèle à l’axe. De là ie nom de parabohide hyperbolique. 

' Reuarqces. 1. Si q=rzvi y l'équation sé réduit à ^==x, et repré- 
sente un cylindre à base parabolique. • . .; 

IL., Si dans l’équation générale-on a U =0, l’équation se réduii 
à My’ — N^’ = 0, et représente deux plans qui se coupent. • 

III. Le parabololde hyperlwliquc ne peut jamais être une surface 
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de révolution , puisque aucun plan ne peut le couper suivant une 
courbe fermée. , 


436. Béasmé. Ainsi , les surfaces du second ordre , dépourvues 
de centre, se partagent en deux genres. ' 
l* Une surface indéfinie dans un sens : le pahaboloIde Bi.|.ir- 
TiQUB , dont l’équation la plus simple est 


-^■ 4 -— -X* 
2p ^ 2g7' 


[PE], 


et qui comprend, comme variétés, la droite et le cylindre à dose 
parabolique. . ^ ' ' ■ . , 

2 ° Une surface indéfinie dans les deux sens.: le pàbaboloïdk 
mrPERBouQUE , dont l’équationja plus sihiple est ... ... 


1p 2? ^ 


[PH], 


et qui comprend , comme variétés , le^système de deux plane qui se 
coupent, et le cylindre à base parabolique. • 


437. Rnpprochemetit «atre lëa si^rfsceB a centre et les sur- 
faeeit,dénut>eii de centre. Les surfaces que nous Venons d’étudier 
se distinguent par. leur aspect de celles qui font l’objet du pretpier 
paragraphe ,. et justifient ainsi les deux grandes divisions qUe qous 
avons adoptées. .Toutefois, les surfaces dénuées de centré ne diffè- 
rent pas tellement des surfaces à centre , qu’on ne puisse passer de 
celles-c'Â à Celles-là par des modifications convenables. C’est ce que 
■ nous allons faire voir. ‘ . ■ / . ■ , 

Prenons l’ellipsoïde représenté par l’équation . . • 


“ 6» ^ C* ’ 


et transportons l’origine au sommet de gauche. L’équâtion de- 
■viendra ' ' ' 


x’ — 2rtx-]- a’ 


“ I ^ I 


ou 


x' 


y' 


2x 


■ T A. T g. — ^ > 


«’ ■ 6* 

et l’on pourra l’écrire ainsi : 


X 

2o 




2- 2- 

a a 




Dlgfti4,cd lîy Cf 
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Or, si l’on fait grandir indéfuiiment a, b, c de telle sorte, toute- 
fois, qu’on ait constapment ~ ' 






[PE], 


et qu’on fasse ensuite a = « , on aura ' ^ ’ ■ • 

équation du paraboloide elliptique. ' . . ' • 

On pourrait de même déduire ce paraboloide de l’hyperboloïde 
à deuN nappes en transportant l’origine au sommet de droite. Par 
conséquent : ' ' . ' 

Le paraboloide elliptique [PE] peut être considéré comme un 
ellipsoïde dont le centre serait situé à l’infini sur Taxe des x et du 
côté des X positifs, vu comme. un hyperholoide à deux nappes, dont 
le centre serait situé sur le même axe à l'infini, maii du côté des 
X négatifs. . 

Le cône asymptote est dans ce dernier cas à l’infini , et toutes 
ses génératrices peuvent être considérées comme parallèles à l’axe.' 
Si dans l’équation de l'hyperboloide à une na{^ 


0*^5 c* 


[H,]. '• 


onUransporte l’origine sur l’ax'e des x à la distance -fa, et qu’on 

■ ’ - 6* c* - ' 

fasse ensuite varier les axes, de manière que - et - restent 

-, a a 

constants, on obtiendra à la limite le paraboloide hyperbolique , 

' [PH]; 




2p 2ÿ' 

ainsi, le paraboloide hyperbolique [PH] peut être considéré comme 
un hyperholoide à une nappe, dont le centre serait situé à Vin fini 
sur l'axe des X.'' 

Pe là résulte cette conclusion importante, que les propriétés des 
surfaces dépourvues de centre ne peuvent être que des c$s parti- 
culiers dont jouissent lès surfaces douées de centre. Par exemple, 
de ce que , dans une surface de cette dernière espèce , tout plandià- 
métral passe par le centre, on déduit sur-le-champ que, dans les 
deux parabololdes , tout plan diamétral doit être parallèle à taxe. 
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* — ■ , * 

•m • • • 

§ 3. DISCI1SSI6N ET RÉUtICTIO.N DES ÉOUATJONS NUMÉRIQUES DU StCOND 

DEGRÉ A TROIS VARIABLES. , 

458. coBBidi‘rations ir^B^raica. Nous nous proposons de don- 
ner, dans ce paragraphe , le inuyen de reconnaître, à rinspectîou 
d’une équation numérique le genre de la Surface qu’elle représente 
et ses éléments principaux. La solution de ce problème se trouve 
très-avancée par ce qui précède. Ou a vu , en elTet. qiie le genre 
de-la surface dépendait des signes des quantités L, M, N,’ coeffi- 
cients des carrés deS variables dans l’équation débarrassée des rec- 
tangles. D’un autre côté’, L, M et N sont les racines d’une^équation 

-du troisième degré - 

[s], 

(|ue nous avons appris à former ; et coimn'e cette équation a toutes 
ses racines réelles , ha règle de Descaries suffira pour indiquer, i prô- 
iiiiôre vue , le signe de chacune d’elles. Lar'ésoîution de .eette équa- 
tion fera connaître ensuite les coefficients L, M, N.'‘Bésolvant en- 
suite les équations [À] et [a] du n° 4ftl , on aura la direction des 
axés principaux. ’• 

Voici comment on conduira cette recherche. • ' : • 

459. Recbcrche préitminaire. A l’aide de la règle mnémonique 

très-simple doiméje au ri” 412, on formera. fa quantité R :'sf Ton 
trouve K^O, on jugera que la suffacé admet un centre. Si ft=0, 
la surface admet upe infinité de centres ou en est totalement dé- 
pourvue. ' . ' ' , ■ • ' 

440. Marraem h centre nnlanr. Si la surface adm.et un .seul cen- 
tre, on en calculera les coordonnées et l’on y transportera l’origine. 
Dans cette transformation, les termes du'second degré ne changent 
pas, ceux du premier disparaissent, et le terme tout connu, passé 
dans le second membre, acquiert une valeur nouvelle que nous 
désignerons par T. Alors, si T est supposé d’abord "différent de 0' 
l’équation représifltera , . ' 

Ün ellipsoïde réel, si les racines de l’équation [s] sont de même 
signe que T ; • ' , . -, 

Un Ei.upsoïue j.MA(UNAmE , si ce.s racines sont "de signe, coii- 
- traire à T ; . 

. ü.v HTPEEBOLOÏDE A E.NE NAPPE, sî deux racincs sont de même 
signe que T, et la troisième de signe contraire; 

Un hyperboloïde a deux nappes, si deux racines sont- de signe 
contraire à T , et la troisième de même signe. ... * 
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Mais lorsque T = 0 , l’équation représentera 

Un POINT, si les trois racines féquation [i] sont de ménte 
signe. ' ' . 

ÜN CÔNE, s’il y a au moins deux racines de signes contraires. 

441. s ■rfaccu «ut adinetlent ane Inflnité de centre*. Si les équa- 
tions du centre se réduisent à deux distinctes, la surface est un cy- 
lindre. Si elles se réduisent à une seule, la.snrface est composée de 
l’ensemble de deux plans parallèles. ,• 

Dans ces deux cas', l’équation [s] s’abaisse au second degré. Le 
cylindre sera à base elliptique ou hyperbolique , suivant que l’équa- 
.tion [s] aura ses racines de même signe ou de signes contraires. 

Du reste, la section faite par un des plans coordonnés apprendra 
si la surface est un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou même 
si elle est imaginaire. • • . • 

' 442. Sarfaer* dfpoarvucit de centre. L’équation [.s] s’abaisse 
encore au second degré , et'l’on a un parabolcïde elliptique ou 
hyperbolique suivant que les deux racines sont de même signe ou 
de.signes contraires. Ce sera un cylindre à base parabolique si l’une 
de ces racines est nulle. . 

443. tSarfacc* de rérolation. Dans le cas OÙ la surface est de 
révolution , l’équation [.s] a toujours deux racines égales et s’abaisse 
au second degré. Ce cas ne peut offrir aucune difficulté. 

444. Le mode de discussion que nous venons d’indiquer peut 
s’appliquer lors même que les axes primitifs ne seraient pas rectan- 
gulaires. D’abord les caractères auxquels on reconnaît qu’une sur- 
foce admet un centre unique, une infinité dé centres ou en est dé- 
pourvue, sont indépendants de la direction des axes. Ensuite, 
soit MPQO 1e polygone des coordonnées d’un point M appartenant 
à une surface du second degré S , rapportée à des coordonnées 
obliques. Imaginons que PQ tourne autour du point Q jusqu’à de- 
venir perpendiculaire à l’axe des x, et que MP tourne autour du 
^oint, P jusqu’à devenir perpendiculaire au plan des my. Le point M 
viendra en M' sans que ses coordonnées aient changé de grandeur. 
Le lieu des points M' sera donc une surface S’ qui aura, en coordon- 
nées rectangulaires, la même' équation que la surface S. Je dis que 
ces deux su'rfaces sont du môme genre. Il est évident, en effet, que 
si la surface S est fermée , se compose d'une seule nappe indéfinie 
-ou de deux nappes, il en sera de même de S' Par conséquent, l’à- 

quation [s] fera encore cuuuaitre le genre de la surface ; mais la 
grandeur des axes et leur position par rapport aux axes des coor- 
données ne seront plus données par les équations [«}, [A] et [a]; 

Noos allons, éclaircir toute cette théorie par des exemples. ‘ 
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44il. Applications. I. SoUréqualion 
25a:*-|-16y* — 

-|-22y’ — 4zx — 40y>= — 44 [1]. 

-j-16s’— 20Jry — 44s) ;• 

Au moyen du carré mnémonique . , 

• 25 22 ’ie . - ' 

. ■ 8 — 2 ■ —10- ' 

' 8—2 — 10 , . '• 

je trouve 

R=:25.8’+22.2*-l-16.10*— 25.22.16— 2.8.2.10= — 5832; - 

là surface admet donc un centre. On trouvera les coordonnées de 
ce point en résolvant les équations 

. • . ’ ■ 'iSx-^lOy — 2s=13\ ; 

— 10« + 22 y+ 8a = 2o| . [C]; 

' ’ — 2x-|‘ 8y-j- 162 = 22) ■ . 

d’où l’on déduit _ ‘ 

• ' x = \ y=l, 5 = 1,. ’ ■ 

et, d’après la règle du ri“ 413 , ■ 

- T = — 44-1- 13.+ 20 + 22 = 9. 

Calculant, au moyen du carré mnémonique, les autres coeBi- 
■ dents de l’équation [.?] , on trouve , 

P = — 25— 22 — 16 =— 63 

0=25.22 + 25.16 + 22.16— 8’ — 2’— 10’=U34; ” 
on a donc 

i* — 65s’+ 1134s — 5832 = 0 [s]. 

Les racines de cette équation sont toutes les trois positives. Donc la 
surface [1] est un ellipsoïde • ’ ■ 

L’équation [s] a pour racines 9, 18 et 36, ce qui réduit l’équa- 
tion [1] à 

9æ*+ 182^ + 365* = 9, 

ou ic*+ 2y* + 4a*= 1. . 

Les axes principaux sont ^ ' ' , 

1, v/2 et 

>1 ^ ^ . 

Si l’on veut connaître la direction des nouveaux axes jiar rapport 
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aux anciens, il faudra porter tour à tour les trois racines de l’équa- 
tion [sJ dans deux des suivantes : 

25/ — 10»J— 2n = /s 
— 10/ ■8n = »ns 

— 2/4* 8>«4-l6n = »M 

Les deux équations que l’on aura choisies feront connaître les' 

I PI ' * .• * 

rapports et, combinées avec la relation 
‘ m’ n ' . , < 

/«-f »i*-f-n*=l t“].' ■■ 

elles détermineront les cosinus des angles des nouveaux axes. Jün . 
conservant les mêmes natations qu’au n° 569 , on trouve 

(a:',x)='70-3i’50", (i/, x) = (x', y), (b', ‘ / 

(ar',y)= 48“11'20", (y', y) = (x', a:), (z\y):^x',y) 

{x', s) = 131" 48' 40«, (y' , «>= (x', y), . (s', z) = (x', x). 

ir. Notre premier exempte ayant suffisamment montré la marche du calcul 
nous entrerons désormais dans moins de détails.' 

• îi?+8yx— 6x\ 

■ < . . +8ÿ*-|-6*i— 8ÿl = 20 

. . -i- — 14 * J 

On trouve ‘ ' 

• • " R:e^i, yi = î, x.=-i, T=88, 

... f>— 9x’ — » + t=o 

La surface admet nn centre et l’équation [>] a deux racines de même signe 
que T : donc la surihce est un Hyperbotolde à irae nappe. 

En résolvant l'équation [s] , on trouve que ses racines sont' 0,1 , 0,3 , — 0,4 : 
par conséquent l'équation simplifiée de la surface sera approximativement 

, ' ' 9,ti’ + 0,3y’ — 0,4ï’ = 38 {H,]. 

III. . , , i> + 6y*+ 2ac) 

-I-8M+ 4y =— Il 
' ■ ■ — 4*y— 14* ) 

R = 77, ï, = t. y, = l,*, = 0, ■T = 0, 

i>— — 28 j + 77=0 [ï], 

la surface est nü cène , puisque , T étant nul , les racines de l’équation [s] ne 
sont pas toutes dé même signe. 

4)0' arrive à la même conclusion en remarquant que l’équation proposée 
donne une. valeur réelle de x pour toute valeur de x et de y. 

IV. ' . 5i’-|-3eyx-t-, 6i 

+ 10y’ + l8>*+ 8y 
-I- IT*» + I4*y + tOx 
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Rr=o, donc la surface est dénuée de centre ou en admet une inftnilé : pour 
savoir lequel de ces deux cas a lieu, je cherche les équations du centre 

5i+ ÎV+ 9i=— 3) 

, 7l4-IOÿ + I3*=— . ' [C], 

9*+ f3y + !7x=— 5 ) 

On trouve ta troisième en ajoutant les deux premières multipliées respeclive- 
' ment par — I et — 2. Donc la surface est un cylindre. . 

Je transporte l’origine au point où la ligne des centres perce le plan des xy. 
Je trouve pour ce point _ ^ , • - 


j’en conclus 
on a d’ailleurs 


x=— 2, ÿ=i=+i: ï=o, 
T = G6, . 

P=— 32, Q=;6, 


l’équation [tj débarrassée de sa racine nalle est alors ' 


elle donne 


J.’ — 32j + 8=xn 

*= 16 ±,Sv/Ô>-t 


et comme ces deux racines sont positives^ j’en conclus que le cylindre estt . 
base eiliptique , puisque T est aussi positif. Son équation la plus simple est 


( 1 6 + 6 v^) x» + ( 1 fl — 6 V tO) ?’ 66 


[CE}. 


V. Nous avons déjà donifé dans le chapitre V, n° 41S, des exemples d’équa- 
tions qui représentent deux plans parallèles; nous y renvoyons le Lecteur. ' . 

VI. 5*'' + 4îy + 0x) , 

- +Sy’ + 4xi-t-6y =0, ■- ' 

. , ' +8*’— 

on trouve |t=0.^I.es équations du centre spot 

Sx — 4y + 2i = — 3. ' 

4X — 5y — 2x=— 3 • [C]. 

x+ y + 4x=j ) 

En ajoutant les deux dernières équations, on reproduit le premier membre de 
la première, mais le second est différent. Donc la première est incompatible 
avec les deux autres. La surface est donc du genre parabolôïde. 

L’équation [»] est . ’ ' ‘ , 

ï’— 18*4-81=0 ^ [*}. 

Cette équation, a ses dpux racines pçsitives ; donc , la surface ne peut être qu’un 
paraboloïde elliptique- * . . 

En la résolvant, on trouve que ses deux racines sont égales à 9, donc lejpa- 
rabololde est de révolution , et son équation la plus simple sera 

9y* -p9x*==:2U*. . • 

• ■ » t * • 

Pour trouver U, je change dans deux des équations [C] w en'I, ÿ eu m, et g 
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en n , et je supprime le second membre , ce qui me donne 



41 — 5ib — în = 0 1 
■ - 1+ m -(- 2n = 0 ) 

W]. 

. J 

\ 

j’y joins 

■ P + + n’ = 1 

W: 

f 

on tire de là 

,2 2 1 
* — jA ^ — 5> " — 3 » 



par conséquent, 

r- — a * j-i ^ J.® ® 

G=3.-+3.j + -.j = p 


■- 1 

donc 

O» 

I 

II 

1 

11 

3 

tf’ê . 


; ' 

L'équation la plus simple de la surface est donc 
v* + i’= — I 

[PE], 


VIL ■ 

2Dyx + 2Eii +2Fiy +2Gi+2Hi/ + 2I* = K 
• dl=— 2DEF, Q=: — (ft= + E’ + P), P = 0, 

■ [1]. - 


. * 

. . i>?r-'(D> + P + P)* -2DEF=0 

W- 



L'équation [t] manquant du second terme ne peut avoir toutes ses racines 
de m&me signe. La surfaee [l] ne pourra donc être qu’un hyperboloïde si D, E, P 
sont difTérents de 0. Soit alors T le terme tout connu de l’équation réduite; si 
DEP est de paème signe que T, l’équation [s] aura deux racines de même signe 
que T, et la surface sera un hyperbolofde à une nappe. Cesserait un hyperbo- 
loide à deux nappes dans le cas contraire. 

Si D=0, l’équation [s] devieDt, en la débarrassant de sa racine nulle, 

,• ‘ s’— <E’+P) = 0. 

La surfaee est donc un parabololde liy|ierbolique, puisque les deux racines res- 
tantes sont de signes contraires. 

» 

44G. Ces exemples suffisent pour montrer la marche à suivre 
dans la discussion' des équations numériques du second degré : 
mais comme la question ne laisse pas que d’étre compliquée , 
nous avons adressé le tableau suivant, où l’on embrassera d’un 
coup d’œil l’ensemble des opérations et tous les cas qu peuvent 
se présenter : . • • 

9 ‘ . r- 
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TABLEAU DE LA DISCUSSION DEÎ 


ÉQUATIONS ET CALCULS. 

Ax‘ + 2Dy3 + 2Gx) 
By’-j" 2Ésj;-j- 2lly>=K, 
Ci*-f 2FiTî/4-2l= ) - 

[i] Équation proposée. 

i»4-P«’-t-Qs-f R = 0, 

[.s] Équation caractéristique. 

P=— A— B — C ' ‘ 1 

Q = AB+AC + BC-D‘ — E*-F* 

R = AD*-f BE’ + CF» — ABC — 2DEF ' 

Valeurs des coefficients de 
l’équation caractéristique. 

X=Aor + Fy + Es + G = 0 , 
Y = Far + By-l-D^ + H = ü 
Z = ELr Dy Cs -|- 1 := 0 

[C] Équations du centre. 

A/ + Fni -j- En '= fe 
F/ -|- Bto^ Dn = ffis 
E/ -f- + Cn = ni 
Z* -t- m‘ + n*.=::l. 

Équations qui font con- 
[A] naître la ' direction des 
1 axes. 

Lx*+My* + Nv« = T 

... Équation réduite des sur- 
^ ^ faces à centre. 

My* + Ns* = 2Uar 

Équation réduite des sur- 
[II] faces dépourvues de 
centre. 

L, M, N, 

Racines de l'équation [s]. 

T = K — G^fi — H J/l — Isj . 

Vu - 1 , coordonnées du centre. 

U =— G/— Hm — In 

l,m, n, valeurs tirées des équa- 
tions [A], et correspondant à 
s = 0. 
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SURFACES DU SECOND ORDRE. 



/Centre, non / L >0, M >0, N>0, 
(situé sur la\ L<0, M<0, N<0, 
j L>0, M>’o, N<CO, 
..L>0, M<0, N<a, 
L, M, N n’ont pas le 
inéme signe. 

L, M,N ont le même 
même signe. 


$urfaces\ surface 
à centre) ‘T>b.. 

) Centre situé 
■ f sur la surface 
T = 0. 


Ellipsoïde réel. 

Ellipsoïde imaginaire. 
Hj'perboloïde à une nappe. 
Hyperboloïdè à deux nappes. 

! Cùne. 




7 ' - . ’ . 

Enliqnedroi-^ 

qui ont!*’®”* 

Réduisent aj 

'deux. 

un plan ;i 
les équationsi 
[C] se rédui- 
sent' à unej 
seule. 

Surfaces / Unedeséqua- 
quiontunj lions [C] est 
incompatible 


ontl 
une inm 
ni té de, 
centres 
R = 0, 
L=0 


• M>p, N>0, ^ 

•M<0, N<0, 

» < 

-M>0, N<0, 

M = 0, N>0, 

, M=0,N<0, 


Point. 

; 

* 

f T > 0 Cylindre elliptique. 
(t = 0 Une droite. 

(T>0 Cylindre imaginaire. 

( J = G U rte droite. - 
T >0 Cylindre hyperboli- 
' que. 

T=iO Deux plans qui se cou- 
' peut. 

i.T > 0 Deux plans parallèles. 
( T =0 Un seul plan. 

I T>0Denx plans imaginai- 
res. 

T =0 Un seul plan. 


centre à 
l’infini 
R=b, 
L = 0. 


M>0, N>0, Paraboloïde elliptique. 


avecrensem-j 
ble des deuxf 


1 autres. 




M>0, N<0, 

M=:0, N^O, 


Paraboloïde hyperbolique, 
Cylindre parabolique. 

. ■■ 'fi' 

1 • 25 
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^47. Antre méthode pour discuter les ^srnatlons nninérl^nen 
du second decré à trois varlnbles. L* niétho.de <]ue nOUÇ VeOOnS 
d'exposer ne laisse rien à désirer lorsqu’on veut déierminer, non- 
seuletnent le genre de la surface , mais encore ses éléments princi- 
paux et sa situation par rapport aux axes primitifs. Mais si le genre 
•- de la surface est le seul objet que l’on ait çn vue , on peut éviter la 
considération d’une équation du troisième degré en procédant de 
la manière suivtpfe ; ' ' 

On cherche d’abord, comme il a été dit au n° 412, si la sur- . 
face proposée admet un centre unique, une infinité de centres ou 
!'en est totalement dépourvue. Examinons successivement, ceS trois 
cas. • ' * 

St - ■ Ja " 

•nrfaces à centre nniqne. La surface proposée ayant, par hy- 
pothèse, un centre unique, on sait déjà (452) qu’elle ne peut être 
■qu'un ellipsoïde réel ou imaginaire, un hyperboloide à une ou 
deux nappes, un point ou un cône. ■ ' • 

’ En résolvant l’équation de la surface -par rapport à z , on en _ 
tire une expression de" la forme ' , . 

! Z = mx -\-ny -\- p± \Jay^ -|- bxy -j- ex* dy-\-ex-\-f. 

Les coordonnées des points du plan des xy, sur lesquels se pro- 
jette la surface ,. doivent satisfaire à l’inégalité .1 , . ■ 

• . . «y* -jr bxy -f' ex* dy ^ ex 0 ; , , 

■ donc, la projection dé la surface sur ce^plan esl limitée par la- 
. courbe qui a pour équation ■ r -, , ' 

; ■ , • ay*-{-bxy -{-cx‘-\Tdy -\-ex-\- f—0 . [1]. 

■' Cette courbe' aura un centra ou en sera dépourvue selon que la” 
'^surface dont elle limite la project'mn aura elle-mérae'nn ceqtre'Qu’ 
en sera dépourvue. Ponc, dans le cas des surfaces k centre, elle . 
$ ne peut jamais représenter une parabole. Cela posé, trois oaa «ont 
' i examiner. , , 

- ' V La courbe [1] est Une eltfpse. La projection de la surface étant 
limitée par une ellipse, ne peut être qu’un ellipsoïde ou un hyper- 
boloïde à une nappe ; ce sera un ellipsoïde si la surface se projette 
à l’intérieur de l’ellipse [1], et un hyperboloide à une nappe si elle’- 
, se projette à l’extérieur. On reconnaîtra que l’un ou l’autre cas a 
lieu en cherchant si le z qui correspond aux coordonnées x et y du 
» centre de l’ellipse est^réel ou imaginaire. Si cette valeur '* est 
• réelle, la surface se projettera évidemment dans l’intériedr de l’el- 
. lipse et ne pourra être, par conséquent , qu’un ellipsoïde. Si cette 
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valeHr de« est iaiaginairo, la sUFfaçç se projettera à l’extérieur de 
l’ellipse et sera ùn byperboloïde à unç uappe. 

Exemples. I. Prenons d'abord l’équalion déjà traitée au n°44S, savoir : 

_ . , . 25x’+ ICyx — 20a: \ 

■' +22y>— 4ix — 40y r = — 44. . ' 

' ' +ICx'— 2ry — 44* ) 

Oa a reconnu que la surface avait un centre unique. 

On tire de l'équation proposée' ' ' ■ . ' . T-" * 

' .^_ 2j-.^8y4-22± 288 y^j-nSxy — 300> + sÔ4 1 + 2gtT y — 'îl < 

La prejection delà surface, sur le pljSQ des ny, est donc Itmilée par la coairlte 
qui a pour équation . ’ ■ 


288 y’ — 2S8 xy + 396 — 504 1 — 288 y + 2 16 = 0 


[El. 


Cette courbe est une ellipse do/it leeepfre a pour coordonnées 1 = 1 , y = I 4 < 
de plus, le X qui.cor'respond à ces vale'Urs de » et de y ek réel. Donc la sur- 
face proposée ; se projetant dans l'intérieur de l’ellipse [El, est un eltt|tsn 1 de. 

IL Soit l’équation 

2x’ + 4yxd^'ai ^ \ 

+ Vy’ — 4iï— '4ÿ I ='—22. 

.. . . ’ • — i’ — 8xj ' ' • 


Au moyen du tableau mnémonique 


on trouve 


2 ’ 4 — I 

8—2—4 
2 -2 -4, 


' R = 2.2’-i-4 2'— l.4’+.2.4.1 — 2.2.2.4=— te. 

La surface a donc un centre unique. On tire de l’équation proposée 


■ '• *=Jy — 2x±v^20y— 40acÿ -f- ISa? + 4y + 2ï — 22 : 

par conséquent la projection *de fa surface» sur le plan des xy , est limitée ptar 
la courbe qui a pour équation 

* SOÿ' — 40xy + l8x' + 4ÿ + 2i — 2î=±0. 

■ * */ • * » * ’ * S 1 

Celte courbé est une ellipse, dont le centre a pour coordonnées x = -, y •=-. ■ 

La valeur correSpondaule de x étant iinaginaire, on*en conclulque la surface 
se projette à l’extérieur de l’ellipse et , par suite, que celle surface est un hy- 
pei^oloide b une nappe. 

Remarque. Si l’filiipse se réduisaità un point, la surtice ne pour- 
rait être qu'un cône ou un.point. En eiTel, le radical qui entra dADR 
la valeur de 5 doit être, alors de là forme , 

\/mi{J0 — ar’)*-jr (y— y')*] , • ■ ' • 
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et si tn est négatif, on voit que z p’aura pas d’autre valeur réelle 
que celle qui corresfiond à y-y'- La surface sera donc 

un point. 

Si m est po.sitif , ; sera réel pour toutes les valeur de x et de y , 
en toj'le que la projection de la surface couvrira tout le plan des 
xy. La surface sera donc un cône , puisqu’elle contient le centre. 

- 'ï* IJdqmHon [I^ représente une hi/perbole. Dans ce cas, la sur- , 
face-ue peut être un ellipsoïde ; ce ne peut être qu'un hyperboloïde 
à une nappe ou à deux nappes. Le premier cas aura lieu évidem- 
ment si la projection de la surface recouvre le centre de l’hyperbole, 

. et lé second si elle ne le recouvre pas. On reconnaîtra encore le- 
quel de ces deux cas a lieu en cherchant si la valeur de s , qui. cor- ^ 
' respond au centre de l'hyperbole est réelle ou imaginaire'.. ^ 

_ Exemples. 1. Soit l’équatioii 

,, .. l' + ÿ’-f 2î’ — 2« — -f 4s* -|-2y — S=0. ’ _ V 

. ' ' * ^* - ' ' * * ' 
.'En appliquant la règle connue, on voit que la surface a un centre. De J’equa- 

tion proposée on tire ' . . 

• • * = x'— 2y ±V2y= — *• — 4y.+ 6. '• 

I.a projection de la surface est donc limitée par l’hyperbole - 


2y’ — a? — 4y + 6 = 0. • 

' -'.*** 

Les coordonnées du centre de cette hyperbole sont «=0, y = r, et la valeur 
correspondante de x est réelle. Donc la. surface proposée est un hyperboloïde * 
h une nappe. ■ ' ‘ >• 

11 . Soit l’équation ‘ ' ' ' ’ '. • ’ ’’ 

* J *•'— 2y’ + *’ + 2iÿ — 4xr + 4y +4* — 9=0. ’ •* 

Le lecteur reconnaîtra sans peine, par un calcul analogue h celui que 
mms venons de faire , que celte ét|uation représente un hyperboloïde à deux 
nappes. ’ ’ ; 

■ Reuarqce. Si l’hyperbole qui limite la projection de la surface 
se réduisait à deux lignes droites, la surface serait évidemment un 
(dne. 

3“ L’équation [1] représente une courbe imaginaire. Dans ce cas, 
le premier membre de l’équation [1] est toujours positif ou toujours_ 
négatif ..quelles que soient les valeurs de x et de y. Si le premier 
"■cas a lieu, la valeur de a, tirée de l’équation proposée, est tou- 
jours réelle , et la surface se compose par conséquent de deux nap- 
pes séparées par le plân diamétral ' • • ■ . , 

z=^mx-{-ny-^p\ 
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ç’cst donc .un byperboloïde à deux nappes. Si !e second cas a lieu , 
c’esl-à-dire si le premier membre de l'cqnation [l] est toujours né- '* 
galif, la- valeur de 3 est toujours imaginaire et la surface est elle- 
inôme imaginaire. ' , 

C'a* partlciAter. Cé qui j)récède suppose que féqualion pro- 
posée renferme au 'moins le carré de l’uiie des variables; car s’il'èu 
était autrement, en la résolvant par rapport à l’une- quelconque 
. des variables, on obtiendrait une expression dépourvue de radicîil, . 

Quoique ce cas particulier ait 'déjà été examiné (4-Î7, VII) , • 
nous allons le traiter de nouveau, afin de rendre notre second 
mode de discussion indépendant du premier. Nous prion? seule- 
ment le leqteur d'admetire-ce théorème que nous démontrerons 
plus lard, savoir que Vhijperboluïd’C à tuw nappe, contient t-oujour» 
vme pataUèle à une génératrice quelconque de son cône nsymplole., 
propriété qui n’apparticBt pas à l’hyperboloïde à deux nappes.' 

'"Soit ■ • ■ . ' ’ ‘ • 

■ i ■ ■ , . 

, ,2Do;y-|-2Ea’3-f-2Fyc-f-21i«-|-2Hy-j-2i3-l-K = 0 [I]. 

l’équation proposée, qdi, par hypothèse, représente une surface à 
centre. Cette suiTacer ne petit être uft ellipktïde, car pour toute va- ' 
leür réelle de x et de y, là valeur tirée de l’équation [ij est toujours 
réelle ; donc la projection dé là surface recouvre tout lu plan des xy , 
ce qui ne peut convertir' à un ellipsoïde, ( a surlace proposée ne 
peut donc être qu’Ua hypérboloïde à une nappe ou à deux nappes, 
ou un edne. Pour distinguer le genre de la surface, jé transporte 
l’origine au centre. L’équation propo,sèc preji J la forme ‘ ' ^ v 

Dxy -|- E x 3 -|- Fyi ='T. ' ' ' • *• 

Si T=0, l’équation , étant homogène, représentera un cône. Si T 
est différent de zéro , la surface sera Un hyperboloïde dont le cône 
asymptote aura pour équation . . • ■ . 

Dxy -|- Èxs Fy* 0. - . ‘ 

L’axe des 3 étant évidemment une génératrice de cc côiie , la sur- 
face devra contenir une parallèle à l’axe des z , si c'est un hyperbo- 
loide à une nappe. Or, si Ton fait . 

x = a, y==P, . . ' ^ 

,dans i’éqiiatiori réduite , on aura 
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i * 

équation qui ne peut être satisfaite , quel que soit i , que si l’on a 
en ménae temps 


d’où 


Ea'-}-F? = 0, a^ = g, 
> ^ T 

« = Çd-T. 


-E 


Cette valeur de « est réelle ou imaginaire, suivant que ^ ou DEF 

est de signe contraire à T. ou de même signé. Donc, dans- le pre~ 
mier cas,, la surface sera un hyperboloïde à une nappe, et d^ns le 
second , un hyperboloïde à deux, nappes. ’ . • • . . 

Slirftieea <|at admettent une IntiBit^ de centres^ Ce caS nepeUt ' 
offrir aucune difficulté. Si les équations du centre se réduisent à 
deux distinctes, la surface est un cylindre. Si elles' se réduisent à 
une seule, la surface est composée de l’ensemble de deux plans., 
■parallèles. , ' . . . • 

La section faite par un des plans coordonnés apprendra si la 
surface est un cylindre elliptique ou hyperbolique, ou même si elle 
est imaginaire.. 

narfacrii dêiioarraen de centre. Ce troisièhiè Cas U’offro pas nôll 
plus de difRciiIiô. On saifd’abord'(4Sfi) que 1» surface ne peut être 
qu'un paraboloïde elliptique, un paraboloïde hyperbolique ou un 
cylindre parabolique, et la nature des sections biites par les trois 
plans coordonnés apprendra le genre de la surface. ■ 

.> En effet, si parmi ces trois sections il y a des ellipses, l.i surface 
sera un paraboloïde eflipliquc ; car le paraboloïde hyperbolique et 
le cylindre parabolique n’admettent pas de sections elliptiques 
(435 et 4.^4). s. ' ... 

Si parmi ces secliôùs il y a une hyperbole, la surface sera un pa- 
rabolojde hyperbolique; car le paraboloïde elliptique et le cylindre 
parabolique ii’admcttept pas de sections hyperboliques (454). 

Enfin, si les trois sections sont des paraboles, la surface sera 
un cylindre parabolique; car les'paraboloïdes pe pêuvent être cou- 
pés suivant des paraboles, que paf des plans parallèles ii leur axe. 

Exemples. 1. Soit l’èqualion déjà traitée au n° ééS, VI, savoir ; 


Sr’ + tiy + Oià- 
+ h>^ + iix + 0g I =ba 
+ 6i* — 8*J — 3* L 
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Nous avons VU que la surface représentée par cette équation est dépourvue, 
de centra. Or, si l'ou fait x = 0, on trouve • 

Si* — 8iÿ + 6ÿ’ + Cy + 06 = 0. 

Cette équation représentant une ellipse, la si/rface proposée est donc un 
paraboloïde elliptique, ainsi que nous l’avions reconnu par la première mé> 
Otode. * , , ... 

' IL Soit l'équation ' • . 

,^i» + 2yi — t* 1 
+, ^;’ + 2w — 2y > =0. 

2i' + 2xy + 2A, ; ■ ' ■ • , ^ 

On trouve R=±0, et de plus que les écfuations du centre • , ", 


* + y+ f 

\r+y+ X 

* + y + 2ï 


ai) 




Sont incompatibles ; donc la surface est privée de centre. 

Pourx=0,'ona i , 

y’ + 2iy +i’ — 2y — 4i = 0, 

équation d'une parabole , ce qui n'apprend rien sur la npture de la surface. 
Polir y = 0,, on a ' , . 

' ' i' + 2xï — 2i' — *i + 2i = 0, 

équation d’pne hyperbole; donc la surface est un paràbalollde hyperbolique. 

ill. ' * . ' ï> + Gÿ* + 2a 

. '+ y' — 6*< — 4 j( 

. , +yï’— 2*ÿ 

. On trouve que la surface est dépourvue de centre; et commeles sections faitea 
par les trois plans coordonnés sont trois paraboles , on en conclut que la lur- 
bce est un cylindre parabolique. .... 

Le lecteur pourra s’exercer sur les exemples suivants : 

JÔJ=+13i/+iîi’+ 8sy— 4 m— 4iy + 3üi— 4y— "4;+ 1=0, 

. S*’+, 3y'— fi;’— 12îy-*-l2M + 24ry+ 6* + 24y— f2; + 12=0, 

3Jtt — 3y’— 12y; + I2ïi+ 8iy— Gx — 6y+ 3s=0, < 

V .'l2»’+ iiy’ + ’a»’— lïy;+l2«ar + 24i + t 2 ï+ 3=0, ' 

■■ ,4*’— ■iy’+ 7i’— 4y* + 20 m — I9*y+ -Sie— tCy+20;— à— O, 

'4if+ y’+ 4s’— 4yS'+ *s»+ 4iy+l4s + 10y+ Ss+10=0; + 

' lti*+ 9y’+ ÎjS*— '20y;+ 4ss + ie*y + 22*+16y+, «s+fl=o’ y 
10*’+13y’+ I3;’+ «y;— 4;r— 4iy + 20s-‘' 4y—' 4s+ 10 = 0, ■ 

' "lOi’+ I3y’+ I3i’+ 8ys— 4;*— 4xÿ +20s— y— 4s + 19=0, . ' 

' I^+ y’+ s’+ ïys+ 2si+ 2iy +' ®+ y+ s— 1=0. . . 
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. CHAPITRE VII. 

• ' • ■ ■ ' . ' • ' • • f 

■ DES SECTIONS PEiurâlS FAITES DANS LES SURFACES ■ 

DU SECOND ORDRE. 

' ' ' ■ ' ■ ’ • . . ■ ' ' 

§ 4.' NOTIONS SOR LA SIMILItÛrK DES COURBES PLANES. 

• t ' ' • ■ ' 

44R. Deux courbes AB et A'B' (fig. 175) sont dites sembjnbles et 
semblablèmcnt placées, lorsqu’on peqt les considérer comme en- . 

gendrées par les extrémités M 
et M' de deux droites* OM et 
OM' qui tourneraient autom* 
de deux points fixes O et 6', 
de manière à restci- dans fout 
le cours du mouvement paral- 
' lèles et de môfoe sens et à pré- 
r>g>n5-.. ■ senter entre leurs longueurs, 

■le rapport constant A. ' • - ■ 

Les deux courbes seraient dites semblables et ittversemeni situées , . 
si , les nutres circonstances restant les mêmes , les rayons vecteurs 
parallèles ON et O'N' restaient constamment dirigés en sens con- 
traires. * -.1 .. • ' • 

Le rapport constant k est appelé rapport, de similitude. .• 

I « Deux courbes seront dites semblables de forme seulement , mais, 
non de position , lorsqu’én faisant tourner la première autoi^ d’uu 
point , on pourra les rendre semblables et semblablement placées. 

Remarque. I. Les définitions précédentes ne sqpposent pas que 
les courbes soient planes.. Elles peuvent même s’appliquer à des 
assemblages quelconques de points se succédant sans interruption 
ou offrant des solutions de continuité. Dans ce dernier cas le 'mou- 
vement des rayons vecteurs OM étO'M' .seràt lui^mênie disconli.no. 
Mais nous n’avons pas besoin de considérer la théorTe de' la simili- 
tude A un point de vue aussi^néral , notre seul but étant d’arriver 
à l’étude des sections planes faites dans les surfaces du second 
ordre. - 

U, Si la courbe AB est plane, la courbe A'B’ le sera également, et 
adn plan sera parallèle è celui de AB. . 

449. Les deux points 0 et 0' sont diU poiMsdfomoto^s :.mais 
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ii existe dans deux .figures semblables iTne infinité de poiuLs qui 
peuvent jouer'le môme râle et que pour cette raison nous nommer 
rons aussi points homologues. , . • , 

Prenons en effet dans la première figure un point C, sur la 
'courbe AB ou enfiehors : menons O'C', parallèle à OC, de même 
sens et de telle sorte que l’on ait ' . 


et joignons CM et C'M'. Les deux triangles OCM, O'C'M' sont serti- 
blables f comme ayant on angle égal compris entre cAtés propor- 
tionnels, et jl est clair qu’ils soAt semblablement placés. Donc C'M' 
est parafièle à CM, de même sens, et l’on a aussi 


Les deux courbes peuvent donc encore être considérées comme 
engendrées par les droites CM et C'M*, mobiles d’après la loi définie ^ 

. plus haut. B^nc C et C’ sont deux points homologues. 

Un point quelconque dé l’ espace , considéré comme lié à la pre- 
mière figure, a donc son homologue dans l’autre.' • , 

4Sb. Deux droites qui joignent, l’une deux points de la première 
figure, l’autre les deux points homologues de la secondé sont ap- 
pelées droite» homologues'.^ Telles sont OC et O'C'. 

. 4âii. ContUtioat* de ■Imllitade de deax eenrlie« Diane». Sup-, 
'posons d’ahord les deux courbes situées dans le même plan et rap- 
portées au même système d’axes. ' . V 

Soient, M (x, y) et M' {x', y') (fig. 176) deux points homologues pris 
sur les deux, courbes et 

. • . f{x,y) = 0 . ■ ' [1] 

<p(a;',y) = 0 ; ■.• [2] 

les .équations de ces courbes. Considérons l’origine des coordon- 

ly , nées comme liée à la pre- 

• ' mièie courbe et soit O' son ' 

• / \ / 'N« ' ; hothologue dans la seconde 

, / ,, , figure; soient OP = a; , . 

A: O - '-.-ÿ MP=y ;• OP'=df, 

• >' ■ / /■ . ■ • les coordonnées des points 

- - r'— ■ . \ x' M et M'; 0Q=«, 0'Q=p, 

Fig. 176 . - ' celles du point O’; 0'Pi=Xi,- 

M'P|=Vi, les. coordonnées de M' par rapport & un nouveau sys- . 
tème d’akes parallètes aux anciens et menés par le point. 0'. 


■■/■A- 


~ t 
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' Les triangles OMP et O’M'Pv sont évidemment semblables., lienè 
on aura - , » » • • . • . ' ' 


0'P._W'P,_0'M'. , 


c*est-à-dire, . 
mais on a 

* i 

donc , . 
d’où l’on tite 


X y 


x, = x' — a, ■ 


x'—ot ÿ' P 


X , , 




■e ^ 


x' = kx-\-a,-, y'dt:,Ay + p.‘ 


Si donc l’on substitue ces valeurs dans l’éqpation [2] elle devra être 
satisfaite, et l’on aura . , 


9 Aÿ-hP).=0 


[3]. 


> On obtient ainsi une relation constante entre les coordonnées 
ix, y) d'im point de la première courbe , relation qui ne peut être 
que l’équation [l] ou celle-ci multipliée par un facteur constant. > 
On devra donc avoir identiquement . 


9 (kx + <t, ky + 6) lf(x, y). 


La vérilîcatiOD de cette identité conduira à plusieurs équations, 
ordinairement en plus grand nombre que les inconnues à, o', p, k. 
L’élimination de ces quatre inconnues fournira un certain nombre 
de relations entre les coefficients des deux équations, c’est-à-dire 
les conditions cherchées. 


Remarques. 1. Si les deux courbes proposées étaient situées dans 
des plans parallèles, il faudrait r avant d'appliquer la méthode pré- 
cédente, tranliporter le plan do la première courbe parallèle’ment 
à lui-même, jusqu'à le faire coïncider avec le plan de la seconde. 

K / ,■ k - . * 

11. Si l’on demandait' les ‘.conditions pour ique deux courbes' 
planes fussent semblables de forme seulement, mais non de posi- 
tion, il fiuidrait, 'après les avoir amenées diuis le même plan , faire 
tourner l’une d’elles d’un angle jx, cè qui reviendrait à faire tour- 
ner, par rapport à cette courbé, le sysliipc des axes de l’ângle 
(X. On traiterait ensuite les équations des deux courbes comme- 
où. l’a dit plus haut. On aurait cinq jrioonruiesàdéterininer.au Heu 
< de'quatréÿ et, par conséquent, une condition de moins que dans ' 
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le cas où l’on demande que les courbes soient semblables à. la fois 
de forme et de position. ... . ‘ 

4I$2.' Exemple; Condition* pour que deux conrb«* dn *e«OBd 
deprS «oient, «emblable* et semblablevent placée*. '' ' ■ 

Soient Aa:* + By’-t-2Cxj/-f-2Da;'-|-2Ey-j-F = 0 [1] ' 

• •, ' A’x’+By4-2C'ai/+2D'x+2E'y+F'=0 ’ .[2] ; 

les équations des deux courbes. Si l’on change dans la seçonde 
en Aar -j- ôf , et y en Ay p , on aura : 


. ■ ■ - , **(A'a;* + B'y + 2C':By) ' 

/ • ■ 4-2* (A'a +, ly +C'^)a; (_ 

. ■ -t-2*(B'p 4-CV+E’)y l~ 

+ A'o‘,+ B'6« + 2C'«p + 2D'a-f2E'p+F' ). 


[3].-, 


..Cette équation, ne devant différer de [1] que par un facteur , 
constant X , on aura . - ^ 

. • . A'4V=bU\’ 

B'** = XB j ' - 

C'A’ = XC/ 

' • • . • *'A’« + C'p + D’) = xD' 

A(B'p + C'c-f E') = XE] 

AV 4 B'P’ + 2'o.fi + 2D'« + 2P'p + F' = ).F/ 

Il y a doue en^tout six équations et quatre inconnues. Ôn tire 
des trois premières . . , 


X A'.I B'^C’ > ' 


donc on doit avoir 


A'. 
A ■ 


IV 

b' 


c 

’’ c 


[5]’. 


[6], 


ce qui démontre d’abord ce Ihéorènje : Poïir que deux coûtât du 
second degré soient semblables et semblablement situées, il faut que 
les coefficients des termes' du second degré soient proportionnels. 

4S5. Je dis maintenant que ces conditions sont suffisantes. En 
effet, supposoDS'les remplies, et, afin de simplifier le calcul , itUA* . 
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-, * - ^ ‘ , 

ginons quon ait mnltiplic pa^ los deux membres.de l’équa- 

lion [23. ce qui la ramène à la forme J . . 

. ■ Aa^+By*-f 2C^-l-2D,:ç-}-2E,y-f-F,‘— 0,‘ 

. les équations [5J donneront X = A*, et les trois dernières équatiens 
[d] prendront la forme ‘ ' 

. Aa-f-Cp = AD--D, : . [^.] 

- ,s + — E] , • [8J 

, Aa' + Bp*+2Cap + 2D,«4-^2E,8 + F, = A-T- [9]; 

[7J et [8] donneront les valeurs' de « et 'de p.’et ces valeurs, 
portées dans [9] , feront connaître le rapport de similitude k. D’où 
l’on À'oit que les conditions [6] seront, én génital^ suffisantes. 


Remarques. I. I.æs équations [7] et [8] donnent a =w et p=w , 
'quand on a . • 


C>— AB = 0, ■ 


cîest-à-dire dans le cas de la parabole. Ces équations no sont alors 
compatibles que si l'on a 



AD = D„ 

et par suite 

II 

c’est-à-dire 

E_D 




Mais, ces conditions étant remplies, les paraboles sont sembla- 
bles, quel que soit F,. D’ailleurs, comme les coefficients des termes 
.du second degré sont les mêmes, les axes des deux courbes sont 
parallèles. Donc, V/cna: paraboles qui ont leurs axes parallèles sont 
semblables et semblablement placées. 

Mais comme, en faisant tourner une parabole, on peut toujours 
faire en sorte que son axe soit parallèle à l’axe-d’une parabole don- 
née , on peut dire aussi que ' ' 

Deux paraboles quelconques sont semblables. ' 

•• 11. La valeur de A*, tirée de Téquation [14], peut être négative, 
et par'suite A pourrait être imaginaire; Cependant, les conditions 
analytiques de la similitude étant encore remplie^, nous continue- 
rons à dire que les courbes sont semblables. Noiu en verrwis bien- 
têt un. exemple. „ 
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4it4. CôndKioBa ^our qœ deux coaritea da aecond AefCri 
•oient •emblBbles^ sans être •emblaMement piaeées. NoUS venODS . 
de traiter le cas de la parabole (433, Rem. I) : noils n’avons donc 
à nous occuper que des courbes à centres. ‘ . " ' : ! 

Tbéoréme. Lorsque! deux courbes du second degré, à cendré,: sont 
sembhbtes, leurs axes sont proportionnels et réciproquement. 

Sr Ton fait coïncider, en direction les.axes des deux courbes, elles ' 
seront alors se»i6/o6/emenf pfacecs , et leurs équations devront être _ , 
de la. forme ' ' ■. i 

Aa:*-|-By'=H 

. Aa:’ + By»=H'. ^ . 

' Soient a et b les longueurs, réelles ou imaginaires, des axes de 
la première courbe. On aura i . 



ët de même pour la seconde courbe 



' La réciproque se démontrerait aussi facilement. 

Remarques. I. Le théorème peut aussi se démontrer géométri- ’ 
quement, d’après la définition de la similitude. Mais en prenant la 
voie du calcul , on arrive à une conséquence digne de remarque. 

Si le rapport \/f était imaginaire, U n’y aurait plus , à propre- 
ment parler, de similitude dans le sens que nous avons attaché à ce 
mot ; mais on peut dire alors que les courbes sont analytiquement 
semblables. On en trouve un exemple dans les deux hyperboles 




■ f’ y* 

— m'I^' 



Le calcul donne m V— 1 pour le rapport de similitude. En effet , 
ces deux hyperboles ont les mêmes asymptotes, mais l’nne est 




• % , 
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située dans l’angle aigu et l'autre dans l’angle obtus. De sorte que , . 
si l'on cherche par le calcul la distance du centre aux points où la 
droite dont nous venons de parler rencontre les deux courlis, op . 
trouve une quantité réelle pour l’une de ces distances, unc’quan- 
tité imaginaire pour l’autre; mais le rapport de leurs expressions . 

«nalÿtiqves est tnij — t. ' J.'. • ‘ . 

• il. Les conditions de similitude sont remplies par les deux é/ioa- 
tjpns . • • . • . • • . . 

- • X* 

■■■•• . • ... ••••; •; 

‘ dont la iiremière représente une hyperbole et la seconde l'en- 
semble des asymptotes de cette ntéme hyperbole. On est donc 
conduit à regarder le système, de deux droites comme semblable 
• à une ligne courbe. Pour rendre oetla conclusion moins étrange, 

■ observons qne, si l’on fait varier proportionnellement les axes 
d’une hyperbole, on obtiendra une série d’hyperboles semblables, 
et ayant toutes les m&mes asymptotes. Or, à mesure que les axés 
deviennent de plus en plus petits , les hyperboles tendent de plus 
en plus à se confondre avec leurs asymptotes, qui se trouvent être 
ainsi 1» limite d’une série d’byperboles semblables. 

lll. Ce que nous avons dit des courbes dont les axes sont propor- 
tionnels s’applique, sans aucun changement, aux courbes ayant des 
diamètres conjugués proportionnels et faisant des angles égauj. 

4<Sd. Thborkhk. Pour que'deux courbes AB, A'B' (lig. m)siluées 

dans deux plans parallèles soient 
semblables et semblablement pla^ 
cées , il faut et il suffit que leurs 
projections, ab, ’a'b' sur un.même 
plan soient semblables et sembla- 
blement placées. . ■ 

' Soient OM et O’M' deux rayons 
Vecteurs homologues et k le rap- 
port de similitude , nous aurons 



Fig. 1Ï7. 


O'M' 

W 


= i. 


.. Soient qpt ,et o'»»' les projections orthogonales de OM et de (WI' 
sur. le plan considéré. Les projeaiooa ^de deux droites parallèles 
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. . ■ i • * 

sur (teu]( plans parallèles étant parallèles ^ on aura 

’■ ançle (Oil, om)==anffle (0'M', o'm') = a , ■ 


par suite , .'om=OMcps-a, o'»»'=:0'M'cos«; 


< » 
, d’où . 


oni OM. 

I o'm' O'M' 


899 ‘ 



Donc les deux couriiea.aè et a' 6' sont semblables. 

Rimarquis- 1. Réciproquement sf les projections de deux cour- 
bes situées dans des plans parallèles sont semblables , les courbes 
projetées le sont également, ,• / , 

II. Nous avons supposé ()ue les projections étaient orthogonales; 
le théorème a encore lieu lorsque les projections sont obliques. 
Nous laissons aux élèves le Soin de démontrer ce nouveau théorème, 
dont In réciproque précédente se trouve être un corollaire. 


t-, ' 

S 2. théorèmes sua les sections planes «es subfaces du second obdbp 

>. * * ' 

, . 480. Tbéorème. Les sections faites par. des plans parallèles , 
dans une surface du second ordre, sont des courbes semblstbles et 
semblablement plaeées.. • ' 

Prenons le plan des ory parallèle aux sections- considérées < et 
supposons en outre que les axes des coordonnées soient parallèles 
à trois diamètres conjugués. L’équation de la surface sera de la 
forme (407) - 

, Aa^4-By‘-|-Cs' + 2Gx^2Hy + 2U = K,' 

et l’Une quelconque des sections sera représentée par deux équa-r 
tiens , telles que ' . ■ 

a = a, Ax*-f-Bÿ*4-2Gx4-2Hy = K — 2l« — C«*. 

Or comme-, datns celle dernière, les termes du second. degré sont 
indépendants de la variable a, on voit que les sections considérées 
se projettent sur le plan des xg, suivant des courbes semblables et 
semblablement placées ^ et par suite 'que les sections elles-mêmes 
sont des courbes semblables et semblablement placées : ce qu'il fal- 
lait démontrer. ' ' . . . 

Remarque, ^^ous donnons ici au mot 'semblable sa. signification 
analytique. Ainsi, dans l'hyperboloïde à une nappe, si 1a surface 
est coupée par un plan suivant une hyperbole , toutes les sections 
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parallèles seront des hyperboles ayant leurs asymptotes parallèles : 

' mais ces hyperboles contenues d'abord , je suppose , dans l’angle 
aigu des asymptotes’, se réduiront un peu plus loin à ces asymp- 
totes ménics , et plus loin encore , passeront dans l’angle obtus. 

4ÎÎ7. Théorème. Les centres des seetions faites par .des plans pa- 
rallèles , dans vne surface du second ordre, sont tous situés sur un 
diamètre de. la surface^ • •• >, • . 

■ Les notations restànt tes mêmes , le centre d’une des sections 
sera représenté par les équations simultanées . • • • 

X = Ax-hG = 0 . ■ [1] 

Y = By-hH=0' [2]' . 

' *=—“ = 0. [3] 

Les deux premières ne contenant pas a, on én conclut que tous 
tes centres sont situés sur la droite déterminée par lepr ensemble , 

. et par suite sur un diamètre de la surface, puisque l’équation [1] 
représente le plan diamétral conjugué a l’axe des x , et l’équa- 
tion [2] le plan diamétral conjugué à Taxe des y. 

CtéKératlan Mai anrfaeea da a«eoad ordre. Soient S UOe. 
potion faite dans la surface proposée, D un diamètre transverse de 
Cette courbe , et D' son conjugué. Si l’on imagine que la section S se , 
meuve parallèlement à.elle-môme,, la droite D engendrera un plan, 
puisqu’elle passe par le centre et glisse par conséquent sur, un dia- 
mètre de la surface ; et par suite ses extrémités resteront toujours 
sur une section plane S' de la surface, c’est-à-dire sur une courbe 
du second degré. La droite D', toujours parallèle à elle-même, 
conservera un rapport constant avec D. Enfin, le centre de S se 
mouvra sur le diamètre de S' qui est conjugué à D. On conclut de 
là que 

Toute surface du second ordre peut être engendrée par une courbe 
du second degré S, se mouvant parallèlement à elle-même, de telle 
sorte qu’un de ses diamètres D soif toujours inscrit dans une courbe 
fixe du même degré , et que le conjugué D' varie avec D dans un 
rapport constant. . . ^ 

Réciproquement : Tonte courbe du second degré assujettie à un 
inow'ement de cette nature engendre uhç surface du second ordre. 

En effet, prenons pour axe dès z la droite que décrit le centre de 
la courbé mobile S, et qui est un diamètre de la courbe fixe S' : sup- 
posons en outre que Taxe des x et celui dés y soient parallèles aux 
deux diamètres conjugués D et D'. 

La courbe S, restant "toujours semblablç 'à elle-même et paral- 
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lèle au plan des xy, sera représentée par dos équations de la 
forme 

Ma:>+Nÿ>=^Tl 
, . • « = a) 


[G],' 


dans lesquelles H et N sont des constantes, a T des paramètres 
■variables avec la position du plan de là courbe. 

La courbe directrice S' peut être supposée placée dans le plan 
des zy. L’axe des y est un de ses diamètres , et le conjugué est pa- 
rallèle à l’axe des x. Les équations de cette couFbe seront donc 

A a?* -|- B s’ 2C s = D ^ 

■ * y=o] 


[D]. 


' Pour exprinier que les deux courbes se rencontrent, il faut éli- 
miner x, yei z entre les équations [G] et [D] , ce qui.conduit à 

Aj-l-B.‘-l-2Ca = D. • 

Si maintenant entre les équations [G] et cette dernière on élimine 
les paramètres variables a et T, on obtiendra une relation indé- 
pendante de toute position particulière de la génératrice et qui 
sera l’équation de la surface engendrée. On trouve ainsi ' 

• . . Aic*-|-^y*-f B3*-f 2Cs = D, 


équation d’une sur&ce du second ordre, rapportée. à deux plans 
diamétraux conjugués. 

Remarque. Ce que nous venons de dire convient à toutes les sur- 
faces du second ordre; mais on peut imaginer, pour les deux pa-' 
raboloïdes, un mode de génération plus simple. Ces deux paiabo- 
loides Sont compris dans l’équation . ; 

Mÿ*-l-Na’,= 2Dx, - 

et une section. parallèle au plan des xy est représentée par les 
équations , . . . • 

. s = «, My* — 211a;— Na*, 

qui se rapportent à. des paraboles égales dont les diamètres sont 
parallèles à l’axe des x. Les axes peuvent d’ailleui's être quel- 
conques. ' . . 

Donc , un paraboloîde peut être étigendré par une parabole qui 
se meut parallèlement à eile-métne, sans changer de grandeur, de 
manière qu’un de ses points parèourrè une autre parabole fixe don 
l’axe est parallèle au sien. . _ ' , ‘ 


26 
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Oh démon Irorait facilement la réciproque, saVoir, que tpulé pa- 
rabole assujettie à un pareil mouvement engendre un paraboloïde. . 


4S9. Théorème. Un hyperbotoide et son cône asymptote sont cou- 
pés par, un même plan suivant des courbes Semblables. \ ‘ 

Si l'on rapporte Thyperboioïde à trois diamètres conjugués , dont 
deuE soient parallèles au plan sécant . l’équation de nette surface 
sefa . - 


-c* 


±1 



2a, 26, 2c désignant les longueurs des diamètres conjugués 
réels ou imaginaires , et le signe du second membre' devant être -j- 
dans le cas de l’hyperboloïde à une nappe, et — dans le cas det’hy- 
-perboloïde à deux nappes. L’équation du cône asymptote sera 


O* 6* 




Or, en donnant à l’une des trois variables la même valeur constante 
^ dans les équations [H] et [C] , les équations résultantes représentent . 
bien deiix courbes semblables. 

Remarque. Deux hyperboloides de même genre ou de genres dif- 
férents, qui ont lé même cône asymptote, sont coupés par un même . 
plan suivant des courbes semblaÛes.' > 

^ 460. Sections cireniaires. Si un plan coupe une surface du se- 
coiid ordre suivant ub cercle C , tous les plans parallèles à celui-là 
couperont aussi la surfece suivant des cercles C',C",C", etc., dont lès 
centres se trouveront sur un diamètre E de cette surface. Imaginons 
par. la droite £ un plan P perpendiculaire aux plans des sections et 
coupant les cerolcsC, C, C" suivant les droites D, D'> D", etc. 
Toutes tes cordes perpendiculaires à ces droites, dans les sections 
' considérées, seront partagées par elles en d'eux parties égales , et 
comme ces cordes sont perpendiculaires au plan P, on en conclut 
que ce plan est un plan principal. On a donc ce théorème : 

Une. section circulaire quelconque d’une surface du second ordre 
doit être dans un plan perpendiculaire à un plan principal. ' 

Nous appellerons, avec M. Chasles, plarà cycliques les plans 
qui , par leur intersection avec une surface du second ordre , don- 
neront des sections circulaires. . ' 

Nous allons maintenant passer en revue les diverses surfaces du 
• second ordre et chercher si elles possèdent des plans cycliques. 
D’après le théorème que nous venons de démontrer, il suf&ra de 
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considérer les plans parallèles, à l’un des axes principaux dé la 
surface. ' ' . 

Soit d’abord un ellipsoïde -, 


et supposons 


^1 -r ^ -r çj — ' 
• o<6<c- 


[E], 


Par l’axe moyen , qui est ici l’axe des y faisons passer un plan. 
La sèction obtenue sera une ellipse ayant pour ai^es 2l>, et un dia- 
mètre 2d de l’ellipse principale , qui a pour équations 


X* s* 

y=o. ,T+^=i 


[1]. 


Or le diamètre 2d varie entre 2a qt 2e ; H y aura donc Une po- 
sition à droite de l’axe des z et une symétrique à gauche , dans la- 
quelle on aura 2d = 2b , et où par conséquent la section sera un 
cercle. ‘ , - 

Soit alors 9 l’angle que le diamètre 2d fait avec la partie positive 
de l’axé des x; Q sera aussi l’angle du plan cyclique et du plan 
desxy. Soient a:', s' les Coordonnées de l’extrémité de ce diamètre: 
ou anra ^ . 


• > • ' . ■ 

• ■ . • a’ c* 

aî' = èco60, s's=6sin9. 

’r 

Si l’on porte ces valeurs dans l’équation [2] , on aura 

■ ' b' 6* . . 

-Z cos’ 9 4- T sin* 0 = 1 = cos* 9 4- sin* 9 , 

o’ ' c’ 1 

. ' • * . * - • . . 

d’où l’on tira aisément . - , ; 

tang’ 6 = 




l 

1 

(a*-^b‘)<^ 

■^-1 

(6* — c’J O* 


» 

• U. ^ ' 


a ’ 

y b'-c‘’ 




valeurs réelles , comme on devait s’y attendrei ^ 

On prouvera facilement qu’un plan mené par le grand axe ou -par 
le plus petit ne peut donner de sections circulaires. ’ ' 
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' Soit maintenant un hyperboloïde à une nappe 




Supposons Faisons passer un plan sécant par le plus grand 

des deux axes réels, c’est-à-dire par l’axe des y. la section obtenue 
sera une ellipse ayant pour axes 26 et un diamètre 1d de'I’hyper- - . 
bole principale représentée par les équations . . - • 


y = 0, -.*-^=1. 


Or ce diamètre, d’abord égal à 2a quand le plan considéré est cou- 
ché sur le plan des xy , augmente constamment à mesuré que le 
plan sécant se relève, et finit par devenir égal à 26. Il augmente 
ensuite Juaqu’à l’infini , puis passe de l’infini è 0 , en sorte qu’il 
. devient de nouveau égal à 2 6. Par .conséquent, il. existe deux plans 
cycliques symétriquement placés par rapport, au plan des zy et 
passant par l’axe des y. . . 

En appelant 6 l’angle du plan cyclique et du plad destry, on 
' trouvera , comme dans le cas précédent , 


tang a 


O V 


— ar 


+ 6 ” 


et l’on verrait sans peine qu'aucun, plan mené par l’axe, des z ou 
par l’axe des x ne peut être un plan cyclique.’ 

L’équation de l’hyperboloïde a deux nappes peut être mise sous 
la forme 


o’"^6*.' 



[HJ., 


il résulte de ce que nous avons dit ( 4d9, Rem.) que les sections 
foites par un même plan dans les surfaces fl, et -Hi sont des 
courbes semblables , en supposant que les éléments principaux a, 
6 , « y aient les mêmes valeurs. 

Donc la snrfèce Ui possède également deux séries de plans cy- 
cliques parallèles aux plans cycliques de H,. Donc,^ si l’on observe, 
que 2a et 26 sont les axes imaginaires de fl|, on pourra dire qu’il 
existe dans l’hyperboloïde à deux nappes deux séries de plans cy- 
cliques parallèles au plus grand des deux axes imaginaires. 

En considérant les paraboloides .comme dès limites des surfaces 
à centre (457), on trouvera que le paraboloïde elliptique a deux 
séries dé plans cycliques perpendiculaires au plan de la parabole 


Digitized by Google 



SECTIONS RECTILIGNES DE L’hY^ERBOLOÏDE'. 405 

principale qui a le plus petit paramètre, et quc'le paraboloïde hy- 
perbolique n’a aucun plan cyclique , ce qui s’accorde biert avec 
la nature de cette surface dont aucune section plane ne peut être 
une courbe fermée. 

Ainsi, en résumé, toutes les surfaces du second ordre , à l’excep- < 
tion du paraboloïde hyperbolique , admettent deux séries de plans 
cycliques. 11 en résulte qu’on peut les engendrer par le mouvement ' 
de translation d'un cercle , dont un diamètre serait constamment 
inscrit dans une courbe du second degré. 

Remarque. Les deux séries de plans cycliques -sont parallèles à 
l’axe moyën dans l’ellipsoide, au plus petit des axes réels dans l’hy- ^ 

F erboloïde à une nappe, au plus grand des axes imaginaires dans 
hyperboloïde à deux nappes. On réduirait tous ces énoncés à un 
seul, si l’on cortvenait de ranger les axes réels ou imaginaires d’une ' 
surface à centre, d’après l’ordre de grandeur de leurs carrés,- en 
regardant, suivant l’usage, une quantité négativè comme d’autant 
plus petite que sa valeur absolue est plus grande. On pourrait dire, 
d’après cette convention, que dans les surfaces à centre les plans 
cycliques sont parallèles à l’axe moyen. . . - • 


§ 3. SECnèNS nECTILIGNES DE l’HYPERBOLOÏDE A UNE NAPPE ET DU 

PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. 

f . . 

46i. L’objet principal de ce paragraphe est de démontrer que 
l’hyperboloïde à une nappe et le -paraboloïde hyperbolique peu- 
vent être coupés par deux systèmes de plans differents suivant îles 
droites, ét, par suite, qu’ils peuvent être engendrés par une ligne 
droite qui se mouvrait d’une manière convenable. 


402. Sactions rectUi|Tne« de l’hyperboloïde à nne nappe. 

Théorème. On peut, sur l’ hyper boloide à une nappe', Jracer deux 
droites par chacun de ses points. 

L’équation ' ’ . . • 


. - o*"’"** 




de l’hyperbolmde è une nappe , étant mise sous la foriiié 



e+f)e-9=('+i)(-i)- 
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on voit qu’elle est véri6ée, soit en posant • ■ - . 



quelles que soient leç valeurs que l’on attribue à a et à p. Or, en 
regardant <x et p comme deux paramètres variables, [a] et [p] sont 
les équations de deux systèmes dlllérents de lignes droites , situées 
sur l’hyperboloïde II,. 

Je dis maintenant que par chacun des points (x', j/, s'j de l’hy- 
perbololde pafseune droite du système [a] et une droite du sys-, 
tème [p]. En effet, on a . ■ ' 


^ y’ 3 ' 

«• T" 


OH 


• ■ f7+-ag-e = ('+r)(‘-|) 


et il est évident qu’en prenant pour- a et p les valeurs tirées des, 
relations - ' * 



• ’ les équations [a] et [p] seront celles de deux_droites passant par le 
point donné z). Il n’existe d’ailleurs qu’une seule droite de 

chaque .système passant par le point donné, car les équations [1] 
étant du premif-r' degré par rapport à a et à P, ne fournissent 
qu’une valeur pour chacune de ces Inconnues, et les valeurs trou- 
vées sont les mêmes que celles qu’on tire des équations suivantes 



N 

qui 'sont une Conséquence des équations [H,] et [1], 


' . . axcnoNS bectiugnk l’htper^I^Ipb " 407 

465. Théorème. Dexixdroite& d’un même système ne soni pas dans 
un même plan. ’ ' > 


Soient : 


O c _ \ '6/ 

a c a V bj ^ 

■'i+;=^ (■+!); 

• î_£— i/i_î'V 

a c~a' \ 6/, 


w 


[»'] 


les' équalions de deux droites du système, [<r].i Pour que ces deux 
droites fussent dans un même plan, il faudrait (560, ReRi.) qu’en 
éliminant sr , y et z entre leurs équations on arrivât à une identité 
entre a et Or en faisant le calcul ou trouve . > 

11 ' 

• • - ■ .. « ~“=r — ■/> • - * ‘ . 

relation qui n’est vraie que pour a = a'. Donc les deux droites con- 
sidérées ne sont' pas dans'un même plan. » ■ 

On démontrerait de la même manière que deux- droites .du 
système [p] ne sont pas dans un même plan. 

464. Théorème. Deux droites de systèmes différents sont toujours 
dans un même plan. 


Soient : 


î £— 

a - b). 

î+?=k-d: 


les équations de deux droites , l’une, du système [a] et l’aiilre dti 
système [p]. En éliminant a;, y et z çntre ces équations, on obtient 
la relation identique ' , ' . ' ' ' • 

■ ap ï= pa. . • . . • 

Donc les deux droites qu’elles représentent sont dans un poème plan. 
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468. Théorème. Les droites représentées par les équations 



sont les seules droites qu’on puisse tracer sur la surface de l'hypei - 
boUnde d une nappe. 

En effet, supposons qu'une droite D, située sur l'hyperbololide, 
n’appartienne ni au système [a], ni au système [p]. Par un' point 
quelconque de D, concevons une droite D' du système [a}; puis, 
par chacun des points de D, concevons des droites du système [p] ; 
chacune de ces droites rencontrerait D' (464) et , par suite , elles 
seraient dans un même plan, ce qui est impossible (465). 

466. Théorème.' L’hyperboloide à une nappe admet deux sys- 
tèmes de sections rectilignes, et'n’en admet que deux. _ • 

Concevous un plan passant par une quelconque des droites , soit 
du système [a], soit du système [p]. Ce plan coupera l’hypertioloide 
suivant une seconde droite, puisque les sections planes des surfaces 
du second degré, sont des lignes du second degré (57S). Donc 
l’hyperboloïde à une nappe peut être coupé par deux systèmes de 
plans suivant des droites, et par deux systèmeÈ Seulement. Les 
sections faites par ces pians se nomment sections rectilignes de 
l’hyperboloïde. _ , . , 

- Rbharoue. L'Kyperboioitde è deux nappes n’admet pas de seC' 
tions rectilignes. £n effet, remarquons d’abord qu’une droite qui a 
plus de deux points sur une surface du second ordre , doit y être 
contenue tout entière , puisque deux équations du premier degré 
et une équation du second ne peuvent être satisfaites par plus de 
•deux systèmes de valeurs, sans avoir toutes leurs solutions com- 
munes. Par conséquent, une droite située sur l’hyperboloïde à deux 
nappes ne pourrait être en partie sur une nappe et en parfié sur 
l’autre, puisque les points placés entre les deux nappes seraient 
hors de la surface : elle Jie pourrait pas davàntage être tout en- 
tière sur une même nappe, puisqu’il est évident qu’une section 
plane faite sur une seule nappe ne peut être qu’upe courbe fermée 


O 

d 

éï 

î 


1 ’ 


c 


« 


( 
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\ 

ou une parabole. Donc , l’hyperboloïde à deux nappes n’admet pas ■ 
de sections rectilignes. 

467, Théorème'. Toutes les droites situées sur l’hyperboloide 
étant transportées au centre parallèlement à elles-mêmes, s’appli- 
quent exactement siir le cûne- asymptote. 

D’après ce qui précède , les droites que' l’on peut tracer sur 
l’byperboloïde . .• . , 

. ' X* , y* Z* , ■ 

Dpt pour équations 


et 


?+==•(>+!)' 

a c a \ bj 

î-Hi'+iy. 


w. 


- m- • 


’ Les équations des parallèles à ces droites , menées par le centre 
de l’hyperbolpïde, sont évidemment 


* I - y 

a c b 


X 

a 


.£=_! .y| 

c a " fr J 


et 


a- V P*/ 

X £ 1 y 

a c P ‘ è 


ri] 


[ 2 ]. 


Or, en éliminant a entre les équations [«] et [1] , ou p entre lès 
équations [p] et [2],. on trouve 

£’j.y’_£!=o ’’ ■ • ' 

Quation du cône asymptote (430). La proposition est donc dé- 
montrée. . , ’ . " 

468. Théorème. Trois droites situées sdr l'hyperbqloide à une . 
nappe ne sont jamais parallèles à ùn même plan. '• ■' 
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Car, autrement, il y aurait trojs génératricea du cône asymp-, 
tote situées dans un même pian, ce qui est impossible puisque ce 
cdne est du second degré. _ , . ‘ 


469. Thsorèmb. L' hyper botoîde à une nappe peut être enyendré 
par une droite qui glisse sur trois droites fixes^ non situées deux 4 
deux dans un même plan et non parallèles à un même plant. ■ 

En effet, soient D, D', D" trois droites du système [«] ; par chaque 
point de l’une d’elles, de D par exemple, on peut mener une droite' 
du système [^] et une seule, qui rencontrera D' et I>" (464). Les 
droites du système [p] peuvent donc être considérées comme 
positions successives d’une droite mobile qui glfsserait sur les 
droites D, D'. D*,' et qui, dans son mouvement, engèodret^âit l’hy- 
■perboloïde. A cause de cette propriété, les sections rectilignes* 
prennent aussi le nom de génératrices de l’hyperboloïde. 


470. Théorème. Réciproquement , lorsqu'une droite glisse sur 
trois droites fixes, non situées deux à deux dans un même plan, et 
non parallèles à un même plan, elle engendre un hyperboloïde à une 
nappe. 

Soient D, D', D* (flg.'178) les trois droites données, non situées 



* /D“ 

Fte. ITS. 



Soient 


•• deux à deux dans ua même plan 
''_^et non parallèles à un même 
plan. Concevons, par chacune de 
ces droites, deux plans respecti- 
vement paraHèles aux deux autres ; 
ces six plans formeront un paral- 
r lélépipède. Prenons pour origine 
le centre de ce parallélépipède, 
pour axes dés parallèles aux droites 
données , et désignons par 2a , 
26, 2c les longueurs des arêtes du 
parallélépipède. Les droites don- 
nées auront respectivement pour 
équations : . ' • ' ' ■ . 



X = mz-\-p\ 
y = ns -i-ç} 


[0], , 


les équations de la génératrice. Pour que la droite [G] rencontre 


ttÇTUWS AECTIUGNSS DE L’hTPBEBOU^. 

lesdroitesdonnées.on'doitavoLr:- 

- — b=snc-\-q 

; ^ 0 =^ — mc-\-p^ ' 

— <L—p b 


411 


m 


[J]. 

[ 2 ], 

[3]. 


'On aura donc l’équation de la’ surface demandée , en éliminant 
m, n, P et q entre les équations (G], [1]^ [2] et [31. On trouve en 
faisant le calcul ' ’ 

dijz -\-bxz-\- cxy abc=zO. 

Cette équation représente un hyperboloïde à une nappe, puisque 
la surface est du second degré , à centre unique et à génératrices 
rectilignes. Le théorème est donc démontré. 

.471, Sections rcctlli^rnes dn paraboloïde hyperbolique. 

Théorème. On peut, sur la surface du paraboloïde hyperbolique,' 
tracer deux droites par chacun de ses points. • ‘ . 

L'équation 


y' 


y' 


^ = * ou = 2a; 

ip iq P q , ■ 

du paraboloïde hyperbolique peut être mise sous la forme 

on voit alors qu’elle est vérifiée , soit en posant 

; i + . , 

^—X=- \ ’ 

Vp . “ ' ' ’ . 


[PH] 


W.‘ 


soit en posant 


^- + - = P 


m. 


■ ' y Z 2j? 

... \/p V? P 

quelles quô soient les valeurs que l’oa donne à !» et à p. Or en con- 
sidérant a et P comme deux paramètres Variables, [a] et [p] senties' 
équations de deux systèmes différents de droites situées sur le para- 
boloïde. ' " * 
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Je dis maintenant que par un point {x\ y, 2 ') du parâbotoide 
passe une droite de chaque système ,‘et une seule. En effet, on a , 
par hypothèse, . . . 

... P q 

et il est évident qu’en prenant pour « et p les valeurs tirées des re- 
lalioDs 

y'' ' 


-+-p.=2ctr' 

qq 

v' 3 ' 

^ + -^ = 8 

v'p 




les équations [a] et [^] seront celles de deux droites passant par le 
point donné. , .. . 

11 n’existe pas d’autres droites passant per le point (x\ z'), 

car a et p entrent au premier degré dans les équations [I], et les 
valeurs de ces inconnues tirées des relations 

y' z! 1 

Vp “ 

•• 

VT.V? 

sont les mêmes que celles tirées de [1] , puisque ces relations sont 
une conséquence des équations [PH] et [1]. 

472. THÉOHÉüfB. Deux droites d’un même sifslétne ne sont pas 
dans un même plan. ' . 

En effet, si on éliminer;, y et 2 entre les équations 

-1- — = 2ouc 

^p 

y S 1 

. v'? “ 

; 

v^p ^q 

de deux droites du système [>] , on obtient 

,11 

- « — a= 

a B 
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équation absurde, à moins que l’on n’ait a = a'. Donc les deux droi- 
.tes considérées ne sont pas dans un même plan (382, Rem.;. 

Même démonstration pour les droites du système p. 

473. Théorème. Deux droites de ' systèmes différents sont toi^ours \ 
dans un même plan. ■ 

Soient les deux droites ' 

■ . ■ . : ' ' y-+^ = 2»« 

. " , VP Vî 

• , . X _ jL = 1 

: • . ■ y/q ^ 

y Z ix 

y/q P' 

En éliminant x, y, z entre ces équations, on obtient l’équation 
identique 

a^ = Pa 

qui prouve que les deux droites considérées sont dans un même 
plan. ' . ' , 

474. Théorème. Les droites représentées par les équations [a] et 
[p] sont les seules qu’on puisse tracer sur la surface du paraboloide. 
hyberboltque. 

Même démonstration qu’au n” 463. 

478. Théorème. Le paraboloide hyperbolique peut être coupé par 
deux systèmes de plans différents suivant des droites. 

En effet , tout plan passant par l’une des droites , soit dit 
système [a] ,'soit du système [H, coupera le paraboloide suivant une • 
autre droite (472). La proposition est donc démontrée. 

. Remarque. Le paraboloide elliptique n’admet pas de sections rec* 
tilignes. Même démonstration qu’au n“ 466. 

476. Théorème. Toutes les droites d’un même système sont pa- 
rallèles à un même plan. 

Considérons les droites du système [a] , dont les équations sont : 

-^ + - = 

\fp ' y/.q 

y. _ _ 

. . ■ . \ yfp 
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Les projections de ces droites sur le plan dés yz sont évidem- 
ment parallèles; donc les droites elles-niémés sorit parallèles è on 
même plan. 

On détilontrerait de la' même manière que les droites du Sfs- 
4ème[p] sont aussi parallèles à un même plan. ' 

477. THÉORiME. Ifi pardboloide hyperbolique' pmt être engendré 
1° par une droite qui glisse en s’appuyant sur trois droites fixes pa- 
rallèles à un même plan; 2° par une droite qui glisse stsr deux 
droites fixes et qui reste parallèle à un même plan. . 

i° Soient D, D', D" trois droites d’un môme système, du système [a] 
par exemple. On peut , par chaque point de l’uné de ces droites , 
mener une droite du système [^] qui reneontreles deux autres. Les 
droites du système [p] peuvent donc être considérées comme lès po- 
sitions successives d’une même droite qui , dans son' mouvenrent , 
renconirerail toujours D, D\ D"; et, par suite, le paraboloïde hyper- 
bolique peut être considéré comme engendré par le mouvement 
d!unë droite qui glisse sur trois droites fixes parallèles à un mémé 
plan. 

. . , 2° Considérons deux droites D et D’ du système [a]. Si, par chaque 
point de D, on conçoit une droite du système [S], ces droites rencon- 
treront D' et, én outre, seront parallèles à Un même plan (476). 
Donc le paraboloïde hyperbolique peut àussi être engendré par une 
droite qui glisse sur deux droites fixes et resta parallèle à un même 
• plan. ' ■' • . _ . 

478. Réciproquement 1“ une droite qui glisse sur'trois droites 
parallèles à un même plan engendre un paraboloïde hyperboli- 
que; 2“ une droite qui glisse sur deux droites fixes et qui reste cour- 
.stamment parallèle à un même plan engendre, un paraboloïde hy- 
perbolique. 

' - 1* Soient D, D' et D" les trois droites données ^parallèles à un 
même plan. Prenons pour axe des z une droite qui rencontre les 
trois droites données, pour axe des x l’une de ces droites, D par 
éxèmple, et pour axe des y une parallèle à D'; la droite sera , 
■par hypothèse, parallèle au plan des xy\ les droites données auront 
pour équations : ' . ' ’ ' 


y = 0 

s = 0 

Soient 


les équations de 


l'i ■■ ' j-QT 

la génératrice, ^our que -la droite [G] s’appuie 


^ » 
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sur lés trois droites données, on doit avoir : 

'g = Ô, »mA+ 2 ) = 0, almk-{-p)=nk-fq. ' .* 

£n éliminant q-, m et n, entre ces c(|uations et celles de la gé- 
né;’atrice, on obtient l’équation de la surface demandée , savoir : 

• . kyz — a{k — h)xz — hfty^O., • ' • 

Cette surface est du second degré et dépourvue de centre; donc 
c’est un paraboloide hyperbolique , puisque le paraboloïde ellipti- 
que d’à pas de génératrices rectilignes. 

'2° Soient P le plan directeur «l AC, A'C' (fig. 179) les deux 

droites données. Par le point O; 
milieu.de CC', menons OB et OB' 
respectivement parallèles aux droi- 
tes données ; et prenons pour axe 
des y, la droite CC' qui joint les 
traces de ces droites , pour axe 
des Xj la trace du plan BOB' sur 
/ , /« ' , /' le plan P, et pour axe des a, la 

bissectrice de l’angle BOB'. Les 
équations, des deux directrices se- 
■ - Fig. 179. . • ront:” • 

■ KiL) ■ 

Les équations de la génératrice seront de la forme ; . • 


.‘\x_ 

ilÿ/*' . . . 

‘\v, 

17/ ■ - 

' \\ 

/ 


z=i> 

y = mx-\-q 


t 


[G]. 


Les conditions pour, que la génératrice rencontre tes directrices 
sont : ' 

b = nîàp -\-q , - 

b'=map — q. 

En éliminant m , p ÿ entre ces équations et celles de la généra- 
trice, on obtient l’équation de la surface demandée; savoir ; 

b 

, . ' = 

C’est encore l’éqûalion d’un paraboloide hyperbolique , puisque 
la surface qu’elle représente est du second degré, privée de centre 
et à génératrices rectilignes. 


V . 
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' Exercices* I. Lorsque deux surfaces du second degré se coupent suivant deux 
courbes distinctes, si la courbe d’entrée est plane, il en est de même de la courbe 
de sortie. ‘ - • . ' • 

■ II. Deux cercles tracés sur une surface du second ordre et appartenant d deux 

'systèmes détections circulaires, appartiennent d une même sphère. 

III. Proucfr jifoiRe'Iriquemenl que l'hyperboloide de révolution d une nappe 
est coupé par un plan suivant une eriurbe du second degré ayant ses foyersaux 
poinu de contact de deux sphères tangentes au plan sécant etdla surface. 

IV. Les projections des génératrices de l’hyperboloide à une nappe sisr les 
pians principaux , soiil tangentes aux sections principales de l’hyperboloide. 

V. le lieu des points d'un hyperboloide tels que les génératrices qui y passent 

se coupent d ongle droit, est V intersection de lo surface par une sphère coneen- 
frique. ^ , ' > ' 

VI. le lieu des points tfunparaboloide hyperbolique tels qm les génératrices 
qui y passent sont -perpendiculaires , est une hyperbole dont le plan est perpen- 
diculaire ou plan direeteur du paraboloide. 


CHAPITRE VIII, . 

DES SURFACES COIVIQCES ET CYLINDRIQUES. 


470. SBrfneea eTlindriqaea. On nomme en général cylindre 
OU surface cylindrique , la surface engendrée par une droite qui- 
glisse sur une ligne donnée, et qui reste constamment parallèle à 
une même direction. La ligne fixe s’appelle directrice, et la droite 
mobile génératrice. .- 

Proposons-nous de trouver l’équation générale des surfaces 
cylindriques. Soient ' • 


ffx, y, 3 ) = 01 
ft(jiê.,y.z)=Xi) 



les équations de 1a directrice. Les équations de la génératrice se- 
ront de la forme 


xx=az-^pj 

y=xbz\-q] 


[G], 


les coefficients a et é étant des nombres donnés, p et 9 des para- 
mètres qui varient avec la position de la génératrice. Le problème 
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proposé revient évidemment à trouver une relation entre x, y, z, 
indépendante de p et de q, et qui soit une conséquence des équa- 
tions [D] et [G]. Or, pour que la génératrice rencontre toujours- la 
directrice, p&\.q doivent satisfaire à la relation qu’on obtiendra en 
éliminant x, y, z entre [D] et [G]. Soit 


?(p,î)=0 [1] 

cette relation. En éliminant/) et çf, entre [G] et [1], il vient 

<^[x — az, y — Ô3) = 0 [2] 


pour l’équation générale des surfaces cylindriques. 

Réciproquement , quelle que soit la fonction (p , l’équation [2] re- 
présente une surface cylindrique dont les génératrices sont paral- 
lèles à la droite qui a pour équations , 


x=az'i 
y =bz] 



En effet, si l’on pose 


x—az=p, ÿ — bz=^, 
l’équation [2] devient 

<p(p.?) = 0 [4]; 

et, si l’on prend pour p etÿ les valeurs qui vérifient cette équation, 
les droites 

, x=az-Jrp\ 

y — bz + q] 

seront constamment situées sur la surface [2]; et comme d’ailleurs 
la direction de ces droites reste toujours la même , la surface [2] 
est une surface cylindrique. 

Remarques. I. Si de l’équation [1] on tire 


P =+(?), 

l’équation générale des surfaces cylindriques prend la forme 
X — az = <^{y — bz). 

11. Si l’on prend pour directrice la trace du cylindre sur le plan 
des xy, la a-echerche de l'équation du cylindre se simplifie consi- 
dérablement. En effet , les équations de la directrice sont alors de 
la forme 

f(x,y) = o, s=o, 

27 
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et, par suite, l'équation de condition entre p et 9 , pour quç la gé- 
nératrice 

r , ... x=az-\-p\ 

rencontre constamment la directrice, est 

/•(P, 9) = 0. 

L'équation de la surface cylindrique est donc dans ce cas 
f{x — 03, y — 63) = 0. 

Ainsi, lorsque la directrice est la trace du cylindre sur le plan 
des xy, pour obtenir l'équation de la surface cylindrique, il faut 
remplacer, dans l'équation de la trace du cylindre, x et 9 respecti- 
vement par X — 03, y — 63 , o et é étant les coefficients angulaires 
de la génératrice. 

En appliquant cette règle aux équations 

a:’-l-y*=r’, y* = 2px, y = e*, etc., 

on obtient 

(Z— 03)’-l-(y — bz)*=r*, (y — bs)*=2p{x — az), y—bz=e‘~“, etc., 

équations de cylindres circulaires , hyperboliques , logarithmi- 
ques, etc. 

4U0. Étant donnée l'équation 

f{x,y,z) = 0 [1], 

reconnaître si elle représente une surface cylindrique. 

Lé trace sur le plan des xy de la surface [ 1 ] a pour équation 

0 )=0, 

> 

et, d'après ce qui précède, l'équation générale des surfaces Cylin- 
driques, qui ont cette trace pour directrice, est 

/(z— 05, y—bz, 0) = 0 [2]. 

Donc, pour que la surface [1] soit cylindrique, il faut et il suffit 
qu'il existe des valeurs réelles de a et è, qui rendent identiques 
les équations [I] et [2]. Si cette identification est possible, l'équa- 
tion [ 1 ] représentera une surface cylindrique dont la génératrice 
sera parallèle à la droite ' - . 

Z = 03^ 

y=.bzy , ' 
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Euiple. L'équation 

f[x, y, A) = *’ + v’ + ax’ — 2 m + 2vA— 1=0 

reprit»nte-t-élle un« turfaee cylindrique ? 

On a ici 

f{t—a%, y—bx, 0)=(*— ojï)» + (»— 6f)»— 1. 

Pour que cette équation Mil identique à l’équation proposée, U faut que 
l’on ait 

0 = 1 , 

6 = 1 , 

o> + 6' = 2. 

Ces conditions étant compatibles, ta surface proposée est un cylindre dont ' 
les génératrices sont parallèles è la droite 


On verra de même que l’équation 

4x’ + 9ÿ» + 97a*— texx — 54ry = 36, 


représente un cylindre dont les génératrices sont parallèles b U droite 

*=2*l 

»=»*)■ 


481. Trouver l'équation «Ttm cylindre eirconserit à une surface 
donnée , connaissant la direction de la génératrice. 

Soit 

f(x,y,z) = 0 


l’équation de la surface donnée, et 


x=az-\-p\ 

' ' y=1)2-\-q] 

les équations de la génératrice. La question revient évidemment à 
trouver la relation qui doit exister entre p et q, pour que ht géné- 
ratrice du cylindre soit constamment tangente à la surface donnée. 
Car, si 

<f{p,q) = 0 

était cette relation , 

q{x — az, y — bz) = o 

serait (479) l’équation du cylindre circonscrit à la surface pro- 
posée. 

On obtiendra cette relation en exprimant que, si on coupe la sur- 
face par un plan quelconque passant par la génératrice, celle-ci est 


I 
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tangente à la section faite par ce plan. Pour simplifier, on prendra 
l'un des plans projetants de la génératrice, le plan 

y = bz-^q ^ [ 1 ] 

par exemple, et on exprimera que la droite 

JC = aa + P 


est tangente à la projection, sur le plan des jca, de la section de la 
surface faite par le plan [1], et qui a pour équation 

f{x, 6a + y, a) = 0. 


Eiemfle. Trouver l'équation du cylindre circonscrit à la sphère qui a pour 
équation 

*’ + y> + »>=r*, 
et dont les génératrices sont parallèles d la droiM 


On a ici 


=aa» 

= l)ar 


s = 

y 


6a4«i*)=** + (l'a + «)’ + a’ — r*=o 

Pour que ia droite 

i=ax+p 

soit taogente t la ligne [i], il but que l’équation ^ 


[I]. 

m. 


( o> + b* + 1 ) a* + î (ap -I- tiq )* + p> + q> — r* r= 0 , 

obtenue en éliminant x entre [i] et [2] , ait ses racines égaies. On doit donc 
avoir: 

(oq — bpy + P* + q’ = o’ + b’ — f*. 


L’équation du cylindre circonscrit b la sphère donnée est donc 


[o(y — bs)— b (*— oa)]’+ (*— as)’+ (y — bs)’=o>+ b’— f*. 


ou, en simplifiant. 


(b> + 1 + (a> + 1 ) y> + (a> + b») s* 

— îabxy' — 2axf — 2bys 



+ V— r». 


41)3. Hnrfaees eoniquee. Oo appelle eo général cône ou surface 
conique, la surface engendrée par une droite qui passe constam- 
ment par Un point fixe, appelé sommet, et qui s’appuie sur une 
ligne donnée appelée directrice. 

Proposons-nous de trouver l’équation générale des surfaces coni- * 
ques. Soient 


f{x, y, s) = 0i 
fi{x,y,z) = o] 




les équations de 1a directrice, et x', y', s' les coordonnées du 
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soinmet du cône. Les équations de la génératrice seront de la 
forme 


les coefficients a et b variant avec la position de la génératrice. La 
question revient encore ici, à trouver une relation entre x, y eiz 
indépendante de a et de b. Soit 


X — x' = a {z — z') ^ 
y —ij'=.b{z—z')] 


[G], 


ip(o, ô) = 0 


[J], 


la relation entre a et é, que l’on obtient en éliminant x, y et z 
entre [D] et [G], relation qui exprime que la génératrice rencontre 
constamment la directrice. £n éliminant a et 6 entre [1] et [G], on 
obtient 



z — z ] 


[ 2 ] 


pour l’équation générale des surfaces coniques. 

Réciproquement, quelle que soit la forme de la fonction f, 
l’équation [2] représente une surface conique. Car, si l’on pose 


'X — 


z 


= 0 , 



et que l’on prenne pour a et 6 les valeurs qui vérifient l’équation 


<p(o, é) = 0, 

les droites 

X — ar' = a(a — a')) 
y — y' =b{z — z')] 

qui passent par le point (x', y', z'), seront situées sur la surface re- 
présentée par l’équation [2]. Donc, cette surface est un cône. 


Remarques. 1. Si de [1] on tire 

« = I (*•). 


l’équation des surfaces coniques prend la forme 


X — af 

z — s' 




11. Si l’on prend le sonamet du cône pour origine , les équations 
du cône deviennent : 



; Digilized by Google 



422 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE A TROIS DIMENSIONS. 

Les équations [2] sont les types des équations homogènes à trois 
variables. Donc : toute équation homogène à trois variables repré- 
sente un cône ayant l'origine pour sommet , et réciproquement. 

lil. Si la directrice donnée était la trace du cène sur le plan 
des xy , ses équations seraient de la forme 

f(x,y) = 0, z=0; ■ - . 

l’équation [1] se réduirait à 

f[x'—ax', y-~bz') : 

et , par suite , l’équation du cône serait 

x'z — z'x y' Z — s'ÿ 
' Z — z' ’ Z — z' 

Ainsi , on obtient l’équation de la surrae.e conique , en rempla- 
çant, dans l’équation de sa trace sur le plan des xy, xety respecti- 
vement par et , x\ y', z' étant les coordonnées 

du sommet du cône. 




ExmpLE. LecAne qui a puur sommet te point (x', %'] et pour trace, sur te 

plan des xy , le cercle 

*> + y>=r>, 

a pour équation 

(*'A - ï*!)» + (v'A — jUy)-' = r> (* — *7- 

Site cAne était droit on aurait z'=0, y' = 0, et par suite, son équation 
gérait 

485. Étant donnée l'équation d'une turfacé, reconnaître si cette 
surface est un cône. 

Soit f(x,y,z)=xO [1] 

l’équation de la surface donnée. Pour que la surface soit un cône, il 
faut que son équation soit homogène, ou bien qu’en changeant 
l’origine des coordonnées on puisse la rendre homogène (482 , 
Rem. 111). Dans le premier cas la surface représentée par l'équa- 
tion [1] est un cône , réel ou imaginaire, ayant pour sommet l’ori- 
gine actuelle, et dans le second cas un cône ayant pour sommet la 
nouvelle origine. Le cône sera réel ou imaginaire selon que la 
section obtenue en le coupant par un plan quelconque sera réelle 
ou imaginaire. Pour simplifier on prendra le plan sécant parallèle 
à l’un des plans coordonnés. 
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On pourrait encore reconnaître si la surface proposée est un cône, 
en examinant s’il existe des valeurs réelles de x', y', z' qui rendent 
identiques (4B2 , Rem. 111) l’équation [1] et l’équation 

Exeiifle. Soit donnée l’équallon 

8a? + 2v’— 2»x + 4yx— 4»— Sx— 8=0. 

Cette équation n’est pat homogène , mais si l’on change t’origine des coor- 
données, en remplaçant z, y, x par z + x', y + y', x+x', en trouve que 
pour 

*'=0, v'=2, x'=— 2, 
l’équation proposée Revient 

3z*-(-2ÿ*— 2zx + 4yx=o, 

Cette dernière équation étant homogène, représente un cône réel ou imagi- 
naire. Si l’ou coupe ce cène par le plan z=l , la section 

2y’ + 4yx — 2x -1-3=0, , 

est une courbe réelle. Donc l’équation proposée représente un cOne réel. 

484. Trouver V équation d'un cône qui ait pour sommet un point 
donné et qui soit tangent à une surface donnée. 

Ce problème se résout par les mêmes considérations que celui du 
n*481. 

Ezexple. Trouver l’équation d’un cône qui ail l’origine pour tonmet «( q«< 
toit langent d la tpliôre gui a pour équation : 

(z-a)’-t-(y-p7-Hx— r)‘=r«. • ; 

Les équations de la génératrice du cène sont ici de la forme 

z=ox) 
y = bxj'’ 

et la projection sur le plan des zx de la section de la sphère par le plan 

y=bs, 

a pour équation 

(z - a)’ -I- (bx- p)> + (X — r? = r>. 

Pour que la droite c = ax, 

soit tangente è la courbe représentée par cette équation , on doit avoir 
(aa -t- bp -)- Y)’= (o« -h b» -H) («> + p> + -r») î 
par suite, on obtiendra 

(«Z -i- Py + ys }‘ = (*• -t- y’ -f X’H«» + p> + T’ - r>) 
pour l’équation du cène demandée. 
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Eaeruces. lieu des points égaltmenl distants de deux droites qui se eou- 
pent. 

lieu des points également distants de deux droites non suuees dans un meme > 

plan. ^ 

Lieu décrit par l'arete d'un angle dièdre droit, dont les faces passent con- 
stamment par deux droites donndes non situées dans un meme plan. 

Lieu des points tels que la somme de leurs distances à deux axes rectangulai- 
res soit égale à un* ligne donnée. 

Lieu des points tels que le rapport de leurs distances d une droite et à un 
plan fixe , soit constant. 

Lieu des centres des sphères tangentes extérieurement d deux sphères données. 
Idem à trois sphères données [coordonnées rectangulaires). 

Lieu des points tels que la somme des carrés de leurs dùtances d m potn»* 
fixes est constante. 

Lieu décrit par une droite qui glisse sur deux autres non situées dans un 
même plan, et qui fait, d chaque instant, arec ces droites, deux angles égaux 
entre eux. _ 

Lieu décrit par une droite qui glisse sur deux eerclet^arallèles et sur une 
droile perpendiculaire aux plans de ces cercles. 

Lieu décrit par une circonférence qui tourne autour d’une droite située dans 
son plan, et qui ne la coupe yas (lore). 

Équation de rheUçoide déreloppable. 

Lieu des points tels que la distance de chacun d’eux d un potnl quelconque 
d'une ellipse donnée soit une fonction rationnelle des coordonnées de ce point. 

Si une ellipse et une hyperbole, situées dans deux plans perpendiculaires , 
sont telles que les sommets de l’une soient tes foyers de l'autre, (oui cdne ayant 
pour base l’ellipse , et pour sommet un point de l'hyperbole, est un cône de révo - 
lution. 

Si deux surfaces du second degré ont un plan principal commun , leur inler- 
section se projette sur ce plaît suicant une ligne du second degré. 

Si on coupe un ellipsoide de révolution par un plan quelconque, le cône qui a 
pour base la section obtenue , et pour sommet un foyer de l’ellipsoide, est un 
cdne de révolution. 

Une circonférence C de rayon R, roule dans l’intérieur d'une circonférence fixe 
de rayon 2 R, en entraînant une circonférence C qui a , arec la circonférence C , 
un diamètre commun AB, et dont le plan est perpendiculaire à celui de la cir- 
conférence fixe et de la circonférenu C. On demande ; 1* Quelle est la ligne 
décrite, dans {espace, par un point quelconque lié aux circonférences C et C'; 
2* A quelle courbe sont tangentes les projections, sur le plan de la circonférence 
fixe , des lignes décrites par les différents points de C ; 3“ Quelle est la surface 
engendrée par la circonférence L'. 

Un point mobile A décrit avec une ritessse angulaire u une circonférence, en 
entraînant une droite AB, perpendiculaire au plan de la circonférence. Une 
droile AÜ tourne en même temps autour de AB avec une vitesse angulaire u>' . On 
demande : !• Quelle est la surface engendrée par AC; 2* Quelle est la courbe 
engendréepar un point quelconque M de AC; 3* A quelle courbe serait tangente 
une droite AD menée dans le plan du cercle , perpendiculairement d AC. 
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NOTE. 


Dü CENTRE , DES DIAMÈTRES ET DES AXES DANS 
LES COURBES DU SECOND DEGRÉ. 


Nous avons déjà traité ces divers objets sur l’équation simplifiée 
de chaque courbe du second degré; mais on peut aussi les déduire 
immédiatement de l’équation générale; c’est ce que nous nous 
proposons de faire dans cette note. 

Centre. Soit 

y)=Ay’ + Bxy + Cx*-fD!/ + Ea;-f F=0 [1] 

l’équation générale du second degré. Si la courbe qu’elle repré- 
sente admet un centre, il faudra qu’en prenant ce centre pour ori- 
gine, les termes du premier degré disparaissent' puisque l’équation 
ne doit pas changer quand on changera simultanément a; et y en 
— a; et — y. 

Soient Xi , yi les coordonnées de ce point : si l’on change x en 
x-\-Xi, y en y-j-yi dans l’équation [1], on voit que pour que les 
termes du premier degré disparaissent on doit avoir 


2Ay,4- Ba;,-f D = 0) 
By,-f 2C:x,-^E = oj 


[c]. 


Or, tes premiers membres de ces deux équations ne sont autres 
que les dérivées du premier membre de l’équation [1], prises tour 
à tour par rapport à y et à a:, et dans lesquelles on aurait substi- 
tué a;i à a; et yi à y. Si donc l’on désigne par X et YJes dérivées’ 
partielles de f(x, y), et par X, et Y, ce que deviennent ces dérivées 
après qu’on a etfectué la substitution indiquée, on voit que les 
coordonnées du centre seront déterminées par les deux équations 

X. = 0, Y, = 0. 

RBMiRQUES. I. Les équations [c] sont incompatibles lorsqu’on a 
B*— 4AC = 0, BD — 2AE^0, 

c'est-à-dire dans le cas de la parabole. Donc la parabole n’a pas 
de centre. 


* * 
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II. Les équations [c] sé réduisent à une seule lorsqu’on a en 
même temps 

B‘— 4AC = 0, BD — 2AE = 0, 

de sorte qu’il existe une inPinité de centres situés sur la ligne droite 
représentée par l’équation 

Xi = 0, 

Dans ce cas, l’équation [1] représente l’ensemble de deux droites 
parallèles. 

III. Quand on prend le centre de la courbe pour origine, l’équa- 
tion se réduit à t 

kl/ -f Bxy -1- Cx* -f /•(X,, y,) =0 [2]. 

Or, si l’on multiplie la première des équations [c] par yi, la se- 
conde par Xi et que l'on ajoute, on trouve 

2 Ay,*-|-2 Bx,y, -|-2 Cx,’-fDy, '+ Ex,= 0 = 2/'(x,. yd — Dy,— Ex,— 2 F, 

d’où l’on tire f{xi, y,) = -f. F. 

On voit donc que le terme tout connu de l’équation [2] est égal 
au terme tout connu de l’équation primitive, augmenté de la moitié 
de l’ensemble des termes du premier degré dans lesquels on a sub- 
stitué les coordonnées du centre aux coordonnées courantes. 

Diamètres. On a VU (n* 77) que le diamètre conjugué à l’axe des 
y avait pour équation 

B D 

y^-ik^-ïk' 

ou 2Ay-)-Bx-|-Ds=0. 

Or, le premier membre de cette équation n’est autre chose que Y. 
On arriverait à une conclusion analogue relativement au diamètre 
conjugué à l’axe des x. Donc les diamètres conjugués aux axes 
coordonnés sont représentés par les équations 

X = 0, 1 = 0. 

Remarque. On voit que les équations qui nous ont fait connaître 
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le centre n’étaient que les équations de deux diamètres. Il est clair 
en effet que le centre doit se trouver sur un diamètre quelconque. 

Cherchons maintenant le diamètre conjugué à une direction 
quelconque, faisant avec l’axe des x un angle égal à a. 

Faisons tourner de l’angle « le système actuel des coordonnées, 
système que nous pouvons supposer rectangulaire; les formules 
de transformation seront 

a; = ar'coso — y'sinat 

^ y = a:' sin a y' cos O ) *■ ■* 

et le diamètre conjugué à l’axe des x' sera le diamètre demandé. 
Son équation sera donc 

X' = 0, . 

X' désignant la dérivée par rapport à x' du premier membre de 
l’équation nouvelle. Mais nous pouvons obtenir X' en considérant 
dans l’équation 

X et y comme des fonctions de x' données par les formules [3]. 
Nous aurons donc, d’après les règles des fonctions composées, 

X' = X cos a -f- Y sin a, 

et par conséquent l’équation 

Xcosa-|-Y£ina=0 [<i] 

représentera le diamètre cherché dans le nouveau système d’axes, 
si l’on a effectué les substitutions; mais il est clair que si on ne les 
a pas effectuées [d] sera l’équation du diamètre dans le système 
actuel, ce qu’il fallait trouver. 

Posons, pour abréger, 7n = cosa, n=sina, et remplaçons X et 
Y par leurs valeurs, l’équation [d] deviendra, en ordonnant par 
rapport à 2 ; et y, 

(2 An -|- Bm)y -j- (B» + 2 C»i)x D» + E»a = 0 [D]. 

Remarque. Les coefficients de a; et de y sont les dérivées X et Y, 
dans lesquelles on a remplacé x par met y par n. 

Axe*. Pour que le diamètre D soit perpendiculaire aux cordes, 
qu’il divise en deux parties égales , il faut que l’on ait 

2An-f-Bm Bn-|-2C»t 

» m *. 
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équation qui revient, en désignant par s la valeur commune de cet 
deux rapports, aux deux suivantes 

2A.n-}-Bm = »w 1 
Bn +2Cm = mA| 

en y joignant la relation 

m* -1- n’ = 1 

Pour que les équations [À] soient compatibles, il faut qu’en élimi- 
nant entre elles le rapport ^ on arrive à une identité. En effectuant 
cette élimination, on trouve 

s« - (A -f- C)s -I- = 0 [s]. 

On s’assure, par une résolution directe, que les deux racines de 
cette équation sont réelles. ^ 

Remarques. I. En substituant à s dans l’une des équations [A] 
l’une des racines de l’équation [s] on obtiendra m en fonction de n, 
et cette valeur portée dans [a], fera connaître deux valeurs de n 

égales et de signes contraires. Mais comme le rapport ^ est déter- 
miné, on voit que si n change de signe, m en changera également. 
On aura donc 

cos a = m, sin a = », 

ou bien cos«= — m, sina= — n. 

Mais ces .deux couples de valeurs de cos a et de sin a ne four- 
nissent pas deux axes , puisqu’il est clair qu’ils correspondent aux 
deux sens opposés d’une même direction. 

II. Nommons M et N les deux racines réelles de l’équation [<]. 
En taisant tourner de l’angle a les axes primitifs, on obtiendra, à 
l’aide des formules de transformation, l’équation 

My* -f N«* -f 2 D'y -I- 2 E'* -1- F = 0, 

qui représente encore, en coordonnées rectangulaires, toutes les 
courbes du second degré. Si la courbe a un centre, on pourra faire 
disparaître les termes du premier degré, et l’équation prendra la 
forme 

My*-fNa^ = T [I]. 


[A], 

W. 
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Si la courbe n’a pas de centre, M ou N sera nul, et l'équation se 
réduira à la forme 

My* = 2üa; [II]. 

La forme [1] se rapporte aux lignes à centre unique (ellipse ou 
hyperbole) et à celles qui ont une infinité de centres (ensemble de 
deux droites parallèles). La forme [II] ne comprend qu’une seule 
courbe dépourvue de centre, la parabole. 

Les détails dans lesquels nous venons d’entrer montrent l’ana- 
logie qui existe entre la discussion des courbes et celle des surfaces. 
Si l'on écrivait l'équation à deux variables sous la forme 

kx' -f- By* -j- 2Ca?y -|- 2Da; -|-2Ey -|- F = 0, 
cette anal<^e serait plus sensible. 


ERRATA. 


Page 41&, ligne 17, on It< : et pour axe des x , la bissectrice de l’angle BOB'; 
littx : et pour axe des x , la ligne qui joint le point O au milieu de BB', 
parallèle b OX. 
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